Motto:

“Exista undeva, in domeniul inalt al geometriei, un loc luminos

unde se intalneste cu poezia.”
lon Barbu

PARTEA 9 II-9
ELEMENTE DE GEOMETRIE IN SPATIU

Scriu acest capitol cu gindul la geometria indltdtoare a New YorR-ului ...



I1. ELEMENTE DE GEOMEIRIE [N SPATIV

11.1. POLIEDRE

Un poliedru este un corp marginit numai de suprafete plane. In figura I1.1 se prezinti cele 5
tipuri de poliedre regulate existente conform teoremelor lui Euler:
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tetraedru cub octaedru dodecaedru icosaedru

Figura I1.1. Tipuri de poliedre

Poliedrele regulate au fetele poligoane regulate, cu acelasi numar de laturi, iar unghiurile diedre
si poliedre sunt egale intre ele.
O bila (sferd), neavand proprietatea de a fi marginit doar de suprafete plane, nu este poliedru.

1. Prisma

Notiuni generale

Prisma este un corp limitat de o suprafatda prismatica si doud plane paralele care taie toate
generatoarele suprafetei prismatice.

Suprafata prismatica este suprafata descrisa de o dreaptd mobila care aluneca pe un poligon
oarecare si ramane paralela cu o dreapta fixa.

Figura 11.2. Desene cu generarea suprafetei prismatice
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Dreapta mobila se numeste generatoarea suprafetei, iar poligonul se numeste directoarea
suprafetei. Suprafata prismatica, prin tdierea cu doud plane paralele determind pe cele doud plane
poligoane congruente, numite bazele prismei. Distanta dintre cele doua baze ale prismei se numeste
inaltimea prismei.

Denumirea unei prisme este data de numarul laturilor bazei: prisma triunghiulara, daca bazele
au fiecare 3 laturi, prisma patrulatera, daca bazele au fiecare 4 laturi, etc.

Daca generatoarea e perpendiculard pe planul poligonului director, toate fetele laterale ale
prismei vor fi dreptunghiuri si prisma se numeste prisma dreapta. (1)

De exemplu, paralelipipedul dreptunghic, un caz particular al prismei patrulatere, are bazele
dreptunghiuri congruente si fetele laterale patru dreptunghiuri congruente doua cate doua.

Dacéd pe langd conditia (1), poligonul director este un poligon regulat, obtinem prisme numite
prisme regulate, care vor avea toate fetele laterale dreptunghiuri congruente.

De exemplu, prisma triunghiulard regulata (figura 11.3), prisma patrulatera regulata (figura 11.4),
prisma hexagonala regulata (figura 11.5) etc.

Cubul este o prisma patrulatera regulata cu toate fetele patrate (figura 11.6).

y

I
Figura 11.3. Prisma triunghiulard regulata Figura I1.4. Prisma patrulatera regulata
Figura IL5. Prismd hexagonali regulati Figura 11.6. Cubul
Pentru a confectiona din carton poliedre, construim intai desfasurarea poliedrului si o indoim

astfel incat sa obtinem corpul.
Desfasurarea suprafetei corpului se poate realiza in moduri diferite. Unele desfasurari sunt mai

des intalnite, altele folosite mai rar.
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Desfasurarea cditorva prisme

In figurile 11.7+I1.11 vom prezenta tipuri de desfasurari pentru paralelipipedului dreptunghic,
cub, prisma triunghiulara regulata, prisma patrulatera regulata, prisma hexagonala regulata.

Figura 11.7. Tipuri de desfasurdari ale paralelipipedului dreptunghic

Figura I1.8. Tipuri de desfasurari ale cubului

48



A
SEn BuEn

Figura I1.9. Mod de desfasurare Figura I11.10. Mod de desfasurare
a prismei triunghiulare regulate a prismei patrulatere regulate

II‘III

Figura 11.11. Mod de desfiasurare a prismei hexagonale regulate

Aria i volumul unei prisme

A eraa= suma ariilor fetelor laterale

Daca prisma este dreaptai, se poate folosi formula:
Alaterala = Pbazei -h prisma

Atotala =Alaterala +2° Abazei

V = Apazei - hprisma

Pentru paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, ¢ formulele generale devin:
Atotala = 28b + 2ac + 2bc

V =abc

Diagonala = va® +b? +c?

Pentru cubul cu latura de lungime | formulele generale devin:
2

Alaterala =41

2
Atotala =61
V=13
Diagoanala = Iv/3
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Probleme cu desfasurarea prismei

1. O furnicd pleacd dintr-un varf al unui cub cu latura de 1 m, trece prin toate centrele fetelor

cubului si se intoarce in varful din care a plecat. Aflati distanta minima pe care o poate parcurge
furnica.

Rezolvare: Folosim una dintre variantele de desfasurare a suprafetei cubului:
A
START 1

STOP

Al
Figura 11.12. Desenul problemei 1 (11.1-1)

AA1:§+ 2+1+1+1+1+%:2\/§+4:2-(\/§+2)m.

2. Prisma triunghiulara ABCA’B’C’ are desfasurarea suprafetei laterale un patrat cu diagonala
de 30~/2 cm.
a) Desenati desfasurarea prismei;
b) Calculati aria totala si volumul prismei;

A N
) Demonstrati ca AABC = CO0S {(ABC), (ABC')}

ABC'
Rezolvare:
a) In figura 11.13 se figureaza prisma ABCA’B’C’ si desfasurarea acesteia.
30
b) lgest =30cm lpprisma = 3 =10cm

1023
4

2
Atotalz =2 Abazei T Alaterala = Atotals =2° +3-300= (50\/§ + QOO)Cm

12.43 3
V=Ap-h="—7"h = V = 25,/3.30 = 750/3cm
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Figura 11.13. Desenele problemei 2 (11.1-1)

T.P. > > > >
¢) AACC'- dreptunghic — AC'= VAC2 +CC'2 = /302 +102 =10410¢cm

T.P.
AAMC'- dreptunghic = MC'= VAC'?~AM? =/1000- 25 =539 cm
C'M-AB _5y39-10 _ 25/39cm?
2 2
1243

A ac =T=25\/§cm2

Axc'AB =

cos| (ABC),(ABC') | = cos C'MC = MC': 53 _ V3 _ Anrc
MC 530 V39 Ansc:

3. O prisma patrulatera regulata are desfasurarea suprafetei laterale un patrat cu aria 576cm?
a) Desenati desfasurarea suprafetei laterale;
b) Calculati aria totala si volumul prismei;
c) Calculati aria sectiunii diagonale a prismei.
Rezolvare:

a)

24

& & f 6

Figura 11.14. Desenul problemei 3 (11.1-1)
2 2 | gest
Atotalz =2 Apazei + Alaterala
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Asotals = 2-36+576 = 648cm?
V=L-1-h=6-6-24=864cm°
0) Asecdiag = diag baza - hpyigms = 6v2 - 24 =144J2 cm?

2. Piramida

Notiuni generale

Piramida este un corp limitat de o suprafatd piramidala si un plan care taie toate muchiile
suprafetei piramidale.

Suprafata piramidala este suprafata descrisa de o semidreapta cu originea intr-un punct fix V
si care aluneca pe un poligon oarecare. Punctul fix V se numeste varful, iar semidreptele cu originea
in V si care trec prin varfurile poligonului se numesc muchiile suprafetei piramidale.

Figura 11.15. Desen cu generarea suprafetei piramidale

Suprafata piramidala, prin sectionarea cu un plan care taie toate muchiile determina un poligon
numit baza piramidei. Fetele laterale ale piramidei sunt triunghiuri. Toate fetele laterale au comun
varful piramidei.

Distanta de la varful piramidei la baza ei se numeste inéltimea piramidei.

Denumirea unei piramide este datd de numarul laturilor bazei: piramida triunghiulard (numita si
tetraedru) daca baza are 3 laturi, piramida patrulatera, dacd baza are 4 laturi, etc.

Daca baza unei piramide este un poligon regulat, iar indl{imea cade in centrul bazei, piramida se
numeste piramida regulata.

Intr-o piramidi regulati toate muchiile laterale sunt congruente si toate fetele laterale sunt
triunghiuri congruente.

De exemplu, piramida triunghiularad regulata (figura I11.16) are baza triunghi echilateral si trei fete
laterale triunghiuri isoscele congruente. Daca o piramida triunghiulara are si baza si fetele laterale
triunghiuri echilaterale congruente, atunci ea se numeste tetraedru regulat.
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Piramida patrulatera regulatd are baza patrat si 4 fete laterale triunghiuri isoscele congruente (figura
11.17). Piramida hexagonala regulata are baza hexagon regulat si 6 fete laterale triunghiuri isoscele
congruente (figura 11.18)

'I‘IF
A C
B
Figura 11.16. Piramida Figura 11.17. Figura 11.18.
triunghiulard regulata Piramida patrulatera regulata  Piramida hexagonald regulati

Pentru a confectiona din carton piramide, construim intdi desfasurarea piramidei si o indoim astfel
incat sa obtinem corpul.

Desfasurarea suprafetei piramidei se poate realiza in moduri diferite. Unele desfasurari sunt mai des
intalnite, uzuale, altele folosite mai rar.

Desfasurarea catorva piramide

In figurile 11.19+I1.21 vom prezenta tipuri de desfasuriri pentru piramida triunghiulara regulata,
piramida patrulatera regulata si piramida hexagonala regulata.

v B

v N

Figura I1.19. Tipuri de desfasurari ale Figura 11.20. Tipuri de desfasurari ale
piramidei triunghiulare regulate piramidei patrulatere regulate

53



Figura 11.21. Tipuri de desfasurari ale piramidei hexagonale regulate
Aria si volumul unei piramide

A\atrala =suma ariilor fetelor laterale ale piramidet

Phazei - @piramidei

Daca piramida este regulata, putem calcula aria laterala cu formula: Aperala = >

unde a piramidei = Indl{imea unei fete laterale a piramidei regulate
Aiotala = suma tuturor ariilor fetelor piramidei, adicd Aigala = Alaterala +2° Abazei
Phazei * (2 piramidei * @ bazei )

2

A totala —

_ Abazei - h piramidei
3

\Y

Probleme cu desfisurarea piramidei

1. Desfagurarea unei piramide regulate este un triunghi echilateral cu aria egala cu 72 V3 cm?.
Aflati volumul piramidei.

\7

120°

‘r"z Vi

a) Desen cu desfisurarea b) Desen cu un tetraedrul regulat VABC
Figura 11.22. Desenele problemei 1 (11.1-2)
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Rezolvare: Daca desfasurarea unei piramide regulate este un triunghi echilateral, atunci piramida
este un tetraedru regulat.
|2I
4

Atotala =4 A pechilateral =72/3=4.—=
de unde se obtine latura tetraedrului regulat = 6 J2cm.

Ao_— —_2\/_cm

Din AVOA dreptunghlc aplicand teorema lui Pitagora obtinem:
VO =(6v2 ) - (248 =43 cm

Ao oo ‘
bazei 3plramldel =18\/_3 3-44/3 _79¢em3.

Vpiram idei =

2. Aflati aria totala a unui tetraedru regulat a carui desfasurare a suprafetei totale este un
paralelogram cu latura mare egala cu 12 cm.
Rezolvare:

12
Figura I1.23. Desenul cu desfisurarea paralelogram - problema 2 (11.1-2)

Din faptul ca paralelogramul reprezintd desfasurarea unui tetraedru regulat, rezulta ca
paralelogramul se compune din 4 triunghiuri echilaterale.

Latura triunghiului = 12: 2 = 6cm. Aigigla = 1243 =36\/3— cm?.
3. O piramida patrulatera regulatda VABCD are desfasurarea suprafetei totale ca in figura 11.24.a

Aria poligonului ADFGHYV este de 4 ori mai mare decat aria ABCD. Daca latura bazei piramidei
este “I”, aflati in functie de “1” muchia laterala si inaltimea piramidei.

! v
D C
i
Al M B
| z
|
| X F
|
I
G
V
H
a) Desen cu desfasurarea b) Desen cu piramida patrulatera regulatdi

Figura 11.24. Desenele problemei 3 (11.1-2)
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Rezolvare:
Apprchy =4-Avap =4-Appcp = Avap = Aarcp  dect fetele laterale si baza piramidei sunt
echivalente.

Apgcp = 12, Avpap = # ,din egalarea lor obfinem VM = 21, deci apotema piramidei =21.

| 115

2
Din AVOM, aplicand teorema lui Pitagora obtinem VO = (ZI)2 —(Ej = T , deci

115

hpiramida = T

|j2 W17

Din AVMD, aplicand teorema lui Pitagora obfinem VM = (2|)2 +(E =——, deci

117

Miaterala = 5

3. Trunchiul de piramida

Notiuni generale

Trunchiul de piramida este corpul obtinut dintr-o piramida prin sectionarea acesteia cu un
plan paralel cu baza si indepartarea piramidei mici obtinute prin sectionare — figura 11.25.

=

o’ o
Al

e
RN

| IR
VR Ve

a) Sectionarea unei piramide b) Obtinerea trunchiului de piramida in urma
cu un plan paralel cu baza indepartarii piramidei mici

.' T
AV

Figura 11.25. Desene cu obtinerea trunchiului de piramida

Trunchiul de piramida se numeste dupa piramida din care provine: exemplu trunchi de piramida
triunghiulard, trunchi de piramida patrulaterd, trunchi de piramida hexagonala, etc.
Trunchiul de piramida are doua baze: baza mica si baza mare.
inaltimea trunchiului de piramida este distanta intre cele doua baze.
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Fetele laterale sunt trapeze.
Daca trunchiul provine dintr-o piramida regulata, atunci se numeste trunchi de piramida regulata.
In acest caz bazele sunt poligoane regulate asemenea si fetele laterale sunt trapeze isoscele; putem

vorbi si de o apotema a trunchiului, care este parte din apotema piramidei din care provine
trunchiul, cuprinsa intre cele doua baze.

In figurile I1.26+11.28 vom prezenta tipuri de trunchiuri de piramide regulate.

- mvﬂ

Figura 11.26. Trunchi de Figura 11.27. Trunchi de Figura 11.28. Trunchi de
piramidd triunghiulard piramida patrulaterd piramida hexagonali

Pentru a confectiona din carton trunchiuri de piramida, construim intai desfasurarea trunchiului si o
indoim astfel incat sa obtinem corpul.

Desfasurarea suprafetei trunchiului de piramida se poate realiza in moduri diferite. Unele
desfasurari sunt mai des intalnite, altele folosite mai rar.

Desfasurarea cdtorva trunchiuri de piramiddi

In figurile I1.29+11.31 vom prezenta tipuri de desfasurari de trunchiuri de piramide regulate.

Figura 11.29. Mod de Figura 11.30. Mod de Figura 11.31. Mod de
desfasurare desfasurare desfasurare
a trunchiului de piramida a trunchiului de piramida a trunchiului de piramida
triunghiulard patrulaterd hexagonala
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Probleme cu desfasurarea trunchiului de piramida

1. Infigura 11.32 triunghiul ABC este echilateral. Laturile lui se impart in céte patru parti egale
si se Inlaturd partile hasurate. Figura raimasa reprezinta desfasurarea unui trunchi de piramida. Daca
latura triunghiului initial este a, aflati muchia laterala si apotema trunchiului de piramida.

A
als
T
=1 =1
M/ ¥ Np
ald
af2 P
a2
a4
B N N C T
a
a) Desen cu desfasurarea b)Desen cu trunchiul de piramida  c) Desen cu trapez scos in plan
Figura 11.32. Desenele problemei 1 (11.1-3)
Rezolvare:

Notam cu M, N si P mijloacele laturilor triunghiului ABC.
MN, MP si NP sunt linii mijlocii in triunghiul ABC, deci sunt egale cu % .

N’P’ este linie mijlocie in triunghiul VNP, deci N’P* = % .

P’P’= muchia laterala a trunchiului =

N

In trapezul dreptunghic TPP’T’ ducem iniltimea P’S; rezulti SP = %

2 2
Din triunghiul dreptunghic P’SP, cu teorema lui Pitagora aflam P’S = (Ej — [—j =—

av/3

Apotema trunchiului = el

2. O cutie de bomboane, desfaguratd pe o suprafata plana arata ca in figura 11.33. Cele patru
trapeze isoscele sunt congruente si au baza mare egald cu 12 cm, baza micd egald cu 8 cm si
inaltimea egala cu 10 cm. Calculati inalfimea cutiei de bomboane.

Rezolvare:

Cutia construita are forma unui trunchi de piramida patrulatera regulata.

In trapezul OO’M’M ducem M’T perpendiculara pe OM.

O’M’=4 cm, OM = 6 cm, rezulta TM = 2cm; M’M= 10 cm.

Din triunghiul dreptunghic M’TM, cu teorema lui Pitagora aflam M’T = V102 - 22 =44/6 .
fndltimea cutiei = 44/6 cm =9,8 cm.
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I
| 10 cm |
| !
| |
12 cm . 12
a) Desen cu desfasurarea b) Desen cu trunchiul de piramidai patrulateri

Figura 11.33. Desenele problemei 2 (11.1-3)

3. Peun carton se deseneaza doua cercuri concentrice in O curaza R=20 cmsir= 10 cm.
Se construiesc 12 unghiuri congruente cu centrul in O. Notam cu A, A,, ..., A,, punctele de

intersectie ale laturilor acestor unghiuri cu cercul mare si cu B,,B,,...,B g mijloacele arcelor de

cerc determinate de laturile a trei unghiuri la centru consecutive, pe cercul mic, ca in figura 11.34.
Se decupeaza cartonul astfel incat prin indoire sd obtinem o cutie cu baza B1B,B3B4BgBg.

Stabiliti prin calcul care dintre variante este adevarata:
a) cutia va avea forma de prisma hexagonala regulata;
b) cutia va avea forma de trunchi de piramida hexagonala regulata cu baza mare

818283848586;

C) cutia va avea formda de trunchi de piramidd hexagonalda regulatdi cu baza mare
AiAi2A 1AL 6A -8R0

Rezolvare:

Pentru a stabili care propozitie este adevarata trebuie sa comparam lungimea laturilor
A1A2 Ccu B]_Bz.

m(A;0A,)=360° :12=30°. Ducem AT L OA,.

Triunghiul dreptunghic OA, T cateta care se opune unghiului de 30 °este A;Tsi este egald cu 10
cm. In triunghiul dreptunghic ATA, ipotenuza AqA, este mai lungi decit cateta AqT, deci
A1A>>10cm

m(B;0B,)=360°: 6 =60°, rezulti ci AB,OB, este echilateral, deci B;B,=10cm

Rezulta ca A1A2> B]_BZ .

Cutia va avea forma de trunchi de piramidd hexagonald regulatd cu baza mare
AA; A 1A 6A 1 8A 110, deci este adevarata varianta c).
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Desen cu desfisurarea Douda desene mici ajutdtoare

Figura 11.34. Desenele problemei 3 (11.1-3)

11.2. CORPURI ROTUNDE

1. Cilindrul

Notiuni generale

Cilindrul este corpul limitat de o suprafata cilindrica si doud plane paralele care taie toate
generatoarele suprafetei cilindrice.

Suprafata cilindrica este suprafata descrisda de o dreaptd mobild care aluneca pe o curba
oarecare si ramane paraleld cu o dreapta fixa.

generatoarea

curha directoare

Figura 11.35. Desen cu generarea suprafetei cilindrice

Dreapta mobila se numeste generatoarea suprafetei., iar curba se numeste directoarea
suprafetei.
Suprafata cilindrica, prin tdierea cu doud plane paralele determind pe cele doua plane doud curbe
congruente, numite bazele cilindrului.
Distanta dintre cele doua baze ale cilindrului se numeste inaltimea cilindrului.
Portiunea din generatoare cuprinsd intre cele doua baze se va numi simplu generatoarea
cilindrului.
Suprafata curba care margineste cilindrul se numeste suprafata laterala a cilindrului.
Daca bazele cilindrului sunt cercuri, atunci cilindrul se numeste cilindru circular. (1)
Raza fiecaruia dintre cercuri se numeste raza cilindrului.
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Daca pe langa condifia (1), generatoarea este perpendiculara pe planul bazei cilindrului, atunci
cilindrul se numeste cilindru circular drept — figura 11.36.

Intr-un cilindru circular drept lungimea inaltimii este egald cu lungimea generatoarei cilindrului.

In gimnaziu se studiaza numai cilindrul circular drept, de aceea va fi numit in continuare simplu
cilindru.

Figura 11.36. Desen cu cilindru circular drept

Desfasurarea cilindrului

Pentru a confectiona din carton un cilindru, construim intdi desfasurarea suprafetei laterale a
cilindrului, care are forma unui dreptunghi, apoi bazele si rulam dreptunghiul.

fata laterald

/

Figura 11.37. Desen cu desfasurarea cilindrului

Aria i volumul cilindrului
Alterala = 27RG

Atotala = Alaterala T2 Abazei
Atotala = 27R - (G +R)

V=R?H
unde R =raza, G = generatoarea , H = indltimea cilindrului.
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2. Conul

Notiuni generale

Conul este corpul limitat de o suprafata conica si un plan care taie toate generatoarele suprafetei
conice.

Suprafata conica este suprafata descrisda de o semidreaptd cu originea intr-un punct fix V si
care alunecd pe o curba oarecare. Punctul fix V se numeste varf, semidreptele cu originea in V si
care se sprijind pe curbda se numesc generatoarele suprafetei conice, iar curba se numeste
directoarea suprafetei conice.

v

curhba directoare

Figura 11.38. Desen cu suprafata conica

Suprafata conica, prin sectionarea cu un plan care taie toate generatoarele, determina o curba numita
baza conului.

Distanta de la varful conului la baza lui se numeste inaltimea conului.

Portiunea din generatoare cuprinsa intre varf si baza se numeste simplu generatoarea conului.
Suprafata curba care margineste conul se numeste suprafata laterala a conului.

Daca baza conului este cerc, atunci conul se numeste con circular. (1)

Raza cercului se numeste raza conului.

Daca pe langad conditia (1), inaltimea conului cade in centrul bazei, atunci conul se numeste con
circular drept — figura 11.39.

In gimnaziu se studiazd numai conul circular drept, de aceea va fi numit in continuare simplu con.

Figura 11.39. Desen cu conul circular drept
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Desfasurarea conului

Pentru a confectiona din carton un con, construim intdi desfasurarea suprafetei laterale a
conului, care are forma unui sector de cerc, apoi baza si rulam sectorul.

fatalaterald

Figura 11.40. Desen cu desfasurarea conului

Aria i volumul conului
Alaterala = 7RG
Atotala = Alaterala + Abazei
Atotala =7-R-(G+R)
7-R2?H

3

unde R =raza, G = generatoarea , H = Tndltimea conului.

V=

3. Trunchiul de con

Notiuni generale

Trunchiul de con este corpul obtinut dintr-un con prin sectionarea acestuia cu un plan paralel
cu baza si indepartarea conului mic obtinut prin sectionare — figura I1.41.
Daca trunchiul de con provine dintr-un con circular drept se va numi trunchi de con circular drept
- figura 11.42, sau simplu, trunchi de con. In acest caz bazele sunt cercuri si se vor numi baza mare,
respectiv baza mica a trunchiului de con. Razele celor doua cercuri se numesc razele trunchiului
de con. Iniltimea trunchiului de con este distanta intre cele doui baze.
Portiunea din generatoarea conului din care provine trunchiul, cuprinsd intre bazele conului, se
numeste generatoarea trunchiului de con.
Suprafata curba care margineste trunchiul de con se numeste suprafata laterala a trunchiului de
con.
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Figura 11.41. Desen cu obtinerea trunchiului de con Figura 11.42. Desen cu trunchiul de con

Desfasurarea trunchiului de con

Pentru a confectiona din carton trunchi de con, construim intai o portiune de coroand circulara,
apoi cele doua baze si rulam coroana circulara — figura 11.43.

fatalaterald

Figura 11.43. Desen cu desfisurarea trunchiului de con

Aria si volumul unui trunchiului de con
Alaterala =7 G(R+T)

Atotala = Alaterala + Abazei mari + Abazei mici
T H
v :T(RZ +r? +Rr)
unde G = generatoarea, R = raza bazei mari, r = raza bazei mici, H = Indltimea trunchiului de con.
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4. Sfera

Sfera este corpul format din toate punctele egal departate de un punct fix.

Punctul fix se numeste centrul sferei si distanta constanta de la centrul sferei la orice punct de
pe sfera se numeste raza sferei.

Suprafata unei sfere nu poate fi transformatd intr-o suprafatd plana, ca suprafata unui cilindru
sau a unui con. Nu putem impacheta o sfera intr-0 hartie fara sa incretim hartia, deci nu putem vorbi
despre desfasurarea unei sfere.

Figura I1.44. Desen cu sferd

Asezata pe un plan, sau langa un cilindru, sau langa o alta sfera, ea le atinge intr-un singur
punct, deci frecarea este foarte micd. Sfera se deplaseaza usor in toate directiile. Datoritd acestor
proprietati sfera are numeroase aplicatii in tehnica si in sport.

Cand sectiondm o sferd cu un plan, sectiunea are forma de cerc. Daca planul trece prin centrul sfere,
cercul are raza egald cu raza sferei si se numeste cerc mare al sferei.

Corpurile ceresti mari au aproximativ forma de sferd. De exemplu, Padmantul. Pamantul se
roteste in jurul unei drepte numitd axa de rotatie a Pamantului. Punctele in care aceasta axa
intersecteaza suprafata Pamantului se numesc polii Pamantului. Oamenii au trasat imaginar pe
suprafata Pamantului cercuri. Cercul mare al Pamantului, al carui plan este perpendicular pe axa
Pamantului se numeste ecuator. Cercuri de pe suprafata Pamantului, paralele cu planul ecuatorului
se numesc latitudini. Semicercuri mari ale Pamantului, al caror plan trece prin axa Pamantului se
numesc meridiane sau longitudini. Orice punct de pe globul pamantesc poate fi localizat daca i se
dau cele doua coordonate: latitudinea si longitudinea.

Figura 11.45. Desen cu glob pamdntesc

Aria §i volumul sferei

2

Asferei = 4R
3

47R
sterei = T
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Rotatia in jurul unei axe

Cand o dreapta se roteste in jurul unei drepte din acelasi plan cu ea, aceasta descrie o suprafata
de rotatie.

Corpurile rotunde se pot obtine prin rotirea unor figuri plane in jurul unei drepte, numita axa de
rotatie.
De exemplu:

Cand rotim un dreptunghi in jurul unei laturi, el descrie un cilindru.

Cand rotim un triunghi dreptunghic in jurul unei catete, el descrie un con.

Cand rotim un trapez dreptunghic se roteste in jurul laturii perpendiculare pe baza, el un trunchi
de con.

Cand rotim un semicerc in jurul diametrului sau, el descrie o sfera.

A. Probleme cu rotiri

1. Calculati aria si volumul corpului rezultat prin rotirea unui dreptunghi de dimensiuni a,
respectiv b, in jurul laturilor sale.
Rezolvare: Cand rotim un dreptunghi in jurul unei laturi, el descrie un cilindru.
Fie a = lungimea dreptunghiului si b = latimea dreptunghiului.
Construim desenele din figura 11.46.

.o-'—'_'_'_._-_ ______
I !
b b ! f
e a )
'\—\_|_|_‘_-_ _____ II - -
y |b
i
a
Rotire in jurul lui b Rotire in jurul lui a

Figura 11.46. Desenele problemei 1 (11.2-A)

e Rotirea in jurul lui b presupune: R=a si G=D
Apazei =7-R%=r-a°
Alaterala =27-RG =27 -ab
Aiotala =27-R-(G+R)=27-a-(a+b)
V=rz-R%.G=r-a%b
e Rotirea in jurul lui a presupune: R=b si G=a
Apazei =7-R%=7.b?
Alaterala = 27-RG =27 -ab 3
Aotala =27-R-(G+R)=27-b-(a+b)

V=r-R2.G=x-b%
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2. Calculati aria si volumul corpului rezultat prin rotirea unui triunghi dreptunghic cu catetele
b, ¢ si ipotenuza a in jurul laturilor sale.
Rezolvare: Cand rotim un triunghi dreptunghic in jurul unei catete, el descrie un con.
Construim desenele din figura 11.47.

Rotire in jurul catetei c Rotire in jurul ipotenuzei a

Figura 11.47. Desenele problemei 2 (11.2-A)

e Pentrucazulincare R=b;h=c;G=a ,avem:
Abazei =7Z'-R2=7Z"b2
Alaterala = 7RG =7 -ba
Attala =7-R-(G+R)=ab-(a+Db)
_7Z'-R2-h _72'-sz
3 3

e Pentru cazulincare b<>¢c=R=c;h=b;G=a,avem:
2

\Y

Alaterala =7 -RG =7-ca + @
_7-R%.h ¢ 18
3 3

\%

bc : . : .
e Pentru cazul r =— (indltime in triunghiul dreptunghic)
a

bc
Avtotala =Alaterala Con1 T Alaterala Con 2 =7 I-(b+c)=7- e (b+c)

7-c2p?

V=Veon1+Veonz = 3
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3. Calculati aria si volumul corpului rezultat prin rotirea unui semicerc de diametru egal cu 12
cm in jurul sdu.
Rezolvare: Cand rotim un semicerc in jurul diametrului sau, el descrie o sfera.
Construim desenul din figura 11.48.

Figura 11.48. Desenul problemei 3 (11.2-A)
D=12cm=R =6cm

2
Asferei =4mR
3 3
Vsterei = % = 47;6 = 2887 cm?

4. Sa se calculeze aria si volumul corpului rezultat prin rotirea unui trapez isoscel ABCD cu
baza mare egald cu 2a, baza mica egala cu 2b si latura oblicd egald cu a + b, In jurul:
a) mediatoarei bazelor;
b) bazei mici;
c) bazei mari.
Rezolvare:
a) Prin rotirea trapezului in jurul mediatoarei bazelor se obtine un trunchi de con cu R=a, r=Db,

G=a+bsih= 2./ab. Construim desenele din figurile 11.49 + 11.51.

Figura 11.49. Desenul problemei 4a) (11.2-A)
Aotala = 7(@+D0)@+b) + m? + % = 27(a® + b? +ab)

V=2\/_ﬂ(a2 +b? +ab)
3
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b) Prin rotirea trapezului in jurul bazei mici se obtine un cilindru cu inaltimea 2a si doua conuri
congruente scobite 1n cilindru, cu Tndltimea egald cu a — b si generatoarea egald cu a + b.

Toate cele trei corpuri au raza egala cu 2vab .

2a

Figura 11.50. Desenul problemei 4b) (11.2-A)

Atotala :Alaterala cilindru +2Alaterala con

Aotala =27 -23/ab -2a + 27 -2\/ab -(a+b)=4z/ab-(3a+b)

V= VciIindru -2 Vcon

z-4ab-(a—b) 8z-ab-(2a+b)

V=rx-4ab-2a-2-
3 3

C) Prin rotirea trapezului in jurul bazei mari se obtine un cilindru cu indltimea 2b si doua conuri
congruente in prelungirea cilindrului, cu inal{imea egala cu a — b si generatoarea egald cu a + b.

Toate cele trei corpuri au raza egald cu 2vab.

Pl
F

I

|
=
|
"

L\

L

Figura 11.51. Desenul problemei 4c) (11.2-A)

Atotala =Alaterala cilindru +2Alaterala con

Atotala =27 -2-/ab -2b + 27:-2\/%-(a+ b)=4zab-(3b +a) ©

V = Veilindru 2+ Veon

z-4ab-(@a-b)_8z-ab-(2b+a)

V=rx-4ab-2b+2-

3

at
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5. Calculati aria si volumul corpului rezultat prin rotirea unui trapez dreptunghic ABCD cu
baza mare egala cu 9 cm, baza mica egald cu 3 cm i Tndl{imea egald cu 8 cm, in jurul unei axe
situate la distanta 2 cm de latura perpendiculara pe baze.

Rezolvare: Prin rotirea trapezului se obtine un trunchi de con si un cilindru scobit in trunchi.
Construim desenul din figura 11.52.

1o

Figura 11.52. Desenul problemei 5 (11.2-A)

Avtotala = Atotala trunchicon ~ 2 Abaza cilindru + Alaterala cilindru
Atala =7-10-(5+11)+ 7-11% + 7.5 —2.7-22 +2.7-2-8
Atotala = 3307

V = Virunci con — Veilindru
V:%S(llz 4+ 52 +11.5)—7r-22 -8
V =504r

6. Calculati aria si volumul corpului obtinut prin rotirea unui hexagon regulat de latura a in jurul
uneia dintre laturile sale.
Rezolvare: Prin rotirea hexagonului se obtine un cilindru si doua trunchiuri de con congruente in
care sunt scobite doua conuri congruente.
Construim desenul din figura 11.53.

Atotala :Alaterala cilindru +2'Alateralal trunchi con +2'Alateral con

Atotala :2'7T'a\/§'a+2-ﬂ-a~[a\/§+@J+2~7zﬂ@.a
2 2

2
Atotala = 672 NE
V= VciIindru +2- Vtrunchi con — 2- Vcon

V=7z-3a2.a+2-—2- 3a2+3i+3i _2;2
3 4 2 3
V=397za3
4
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Corpuri inscrise in sfera

Poliedrele inscrise in sfera sunt poliedrele care au toate varfurile pe sfera. Fetele acestor
poliedre sunt poligoane inscrise in cercuri ale sferei.
Cilindrul inscris in sfera este cilindrul circular drept ale carui baze sunt cercuri ale sferei.
Conul inscris in sfera este conul care are baza un cerc al sferei si varful pe sfera.
Trunchiul de con nscris in sferd este trunchiul de con ale carui baze sunt cercuri ale sferei.
La fel ca in geometria plana, putem spune ca sfera este circumscrisa corpului respectiv.
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Sfere inscrise in corpuri

Sfera inscrisa in poliedre este sfera tangenta la toate planele fetelor poliedrului.

Sfera inscrisa in cilindru este sfera tangenta la planele bazelor si la generatoarele cilindrului.

Sfera inscrisa in con este sfera tangenta la planul bazei si la generatoarele conului.

Sfera inscrisa in trunchi de con este sfera tangenta la planele bazelor si la generatoarele
trunchiului de con.

B. Probleme cu sfere inscrise sau circumscrise

1. Figura I1.54 reprezinta un cilindru in care sunt inscrise o sfera si un con. Demonstrati ca
Veilindru = Vsfera + Veon (relatie descoperita de Arhimede).

Figura 11.54. Desenul problemei 1 (11.2-B)

Rezolvare:

Notdm cu R raza bazei cilindrului = Rggera = Rcon =R $1 Nilindru =Necon = 2R.
3 2

Demonstram ca 7zR2 2R = 472; + R 3 2R “A”.

2. Calculati aria laterald si volumul unui cilindru circular drept cu indltimea de 10 cm, inscris
intr-o sfera cu raza de 13 cm.

Figura 11.55. Desenul problemei 2 (11.2-B)
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Rezolvare: Fier =raza cilindrului

2 2
Avem: r? (gj =R2:r2:R2—(gj 132 52 144 =r=12

Alaterala = 277-th=120-7 ,iar V=r- r?.h=1440x

3. Calculati lungimea laturii unui cub inscris intr-o sferd cu raza R.

Rezolvare: Diagonala cubului = 2R = I3 =2R, de unde latura cubului = ==

Figura 11.56. Desenul problemei 3 (11.2-B)

4. Calculati muchia unui tetraedru regulat inscris intr-o sferd cu raza R.
Rezolvare: Notam cu O centrul sferei si cu Q centrul bazei ABC a tetraedrului regulat.

V6 NG I3
VO = Nietraedru regulat = T =0Q= T -R; QC= T;

in AOQC dreptunghic, din teorema lui Pitagora = 0C? = OQ2 +QC2

2 2
R? =[£—RJ +(£J ,de unde Izz\/_ﬂ.
3 3 3

Figura 11.57. Desenul problemei 4 (11.2-B)
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5. Calculati raza sferei Inscrisa intr-un con circular drept cu raza bazei egald cu a si indltimea
egala cu h.
Rezolvare:

Figura 11.58. Desenul problemei 5 (11.2-B)

Notam cu O centrul sferei si cu Q centrul bazei conului.
OQ =0T =R =raza sferei; OT L VB.

VO TO__ h-R R a(ua2+h2—a)
Din AVOB asemenea cu AVTIO = — = =>———=—=R= .

VB QB h2.,2 a h

6. Calculati raza sferei circumscrise conului cu raza bazei egala cu a si indltimea egala cu h.
Rezolvare:

V

Figura 11.59. Desenul problemei 6 (11.2-B)
Notam cu O centrul sferei si cu Q centrul bazei conului. OV = OA = R = raza sferei

in AOQA dreptunghic, din teorema lui Pitagora = OA? = OQ2 +QA2
RZ=(h-R)?+a? =R =(n? +a2)/2n
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