Motto:

“Dacd ecuatiile sunt trenuri care traverseazd peisajul numerelor,
atunci niciun tren nu opreste la pi. ”

Richard Preston
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IV. EXTINDER]

IV.1. ECUATIA DE GRADUL AL DOILEA

Forma generali a ecuatiei de gradul II: ax? +bx+c=0 ,unde a,b,ceR,a=#0
Numerele a, b, ¢ se numesc coeficientii ecuatiei.

Natura solutiilor ecuatiei depinde de discriminantul A a acesteia: A = b? —4ac

Cazuri posibile:
—btJA

1. A >0 =ecuatia are doua solutii reale distincte: X1, = >
' a

2. A =0= ecuatia are doua solutii reale egale (solutie dubla): X;, = _Z_b ;
' a

3. A <0=-ecuatia nu are solutii reale.

Exemple: Rezolvati ecuatiile in R:

a=1
a) X-(x+20)=1500=> X2 + 20x —1500 = 0 = coeficientii ecuatici sunt: {b =20 =
c=-1500
A =b? — 4ac = 20? — 4-1-(~1500) = 400+ 6000 = 6400 = 80> >0 =
—b+vJA -20+v80° -20+80 60
= = =—=30=x;
—b+A 2a 2 2 2
2=~ -
a ~b-+A -20-+/80% -20-80 -100
2a 2 2 2
2 solutii reale distincte
a=1
b) X% —10x+25=0=> coeficientii ecuatici sunt: {b =-10= A =h? —4ac =(~10)? —4.25=0
c=25
—b 10 )
= X102 = B2 5= X1 = X2 =5 =2 solutii reale egale
a=2
C) 2x? +10x +30=0 = coeficientii ecuatiei sunt:<b =10 =
c=30

A =b?% —4ac =100-240=-140< 0 = ecuatia nu are solutii reale
Exemple de ecuatii de gradul 11 in care apare si un parametru

a) Determinati valorile reale ale lui m, pentru care ecuatia (m —1)X2 +2(m-1)x +m+1=0are
solutii reale.

a=m-1
(m—=1)x? +2(m —1)x +m +1 =0 = coeficientii ecuatiei sunt:{ b = 2(m —1) =
c=m+1
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A=b%-4ac=[2-(m-1)] —4-(m—1)-(m+1)=4-(m2 —2m+1)—4-(m2 —1)

A=4m? -8m+4—4m? +4=A=-8m+8
Ecuatia are solutii reale pentru A>0=-8m+8>0=-8m>-8=m<1=m e (-]
Dar, din forma generala a ecuatiei de gradul II, coeficientul lui a trebuie sa fie diferit de 0, deci

vvvvv

reale, distincte.
b) Se considera ecuatia mx? + (Zm —1)X +m-1=0, meR™*
e Rezolvati ecuatia pentru m = 2.

~3+1

- pentru m = 2, ecuatia devine: 2x% +3x+1=0=>A=9-8=1=X;, =

e Aflati valoarea lui m pentru care x = 3 este solutie a ecuatiei.

- daca x = 3 este solutie a ecuatiei, atunci verifica ecuatia mx? + (2m —l)X +m-1=0, deci:
9m+3(2m—1)+m—1:0:>9m+6m—3+m—1=0:>16m:4:>m=%

e Aratati ca ecuatia are o solutie numar intreg , Vm € R *.
Rezolv ecuatia data: mx? +(@2m-1)x+m-1=0, meR*
a=m
coeficientii ecuatiei sunt:<b=2m-1=
c=m-1
A=b?—4ac=(2m-1)? —4-m-(m-1)=4m? —4m+1-4m? + 4m =1=
~(2m-1)+1 -2m-1+1 -2m

- lez
o o _—(2m-1)+1 2m 2m 2m -
12 2m ~(2m-1)-1_ -2m-2 -m-1
2m 2m m
Observatii:

e Daca A>0, expresia E(X) —ax2 +bx+c se poate descompune in factori astfel:

E(x)= ax? +bx+c=a- (x—X1)-(x=x5), in care X1,X, sunt solutiile ecuatiei ax? +bx+c=0,
unde a,b,ceR, a=0;pentru A<Onu are loc o astfel de descompunere.
Ajuta aceste descompuneri la exercitiile cu simplificari!

Exemplu: Ecuatia x2 +20x —1500=0cu radacinile X1 =30,X» =-50se poate descompune in
factori astfel: x2 +20x —1500= (x —30)- (x +50) =0
3 x2 +11x +30 %

Exemplu: Simplificati expresia: E(X) 5 eR\ {— 7}
X“ +12x+35
-11+ -6
X2 +11x+30=0=>A=121-120=1=X; , = 1;_1 :{ = x% +11x +30 = (X +5)- (X +6)
—12+ -7
X2 +12x +35= A =144-140=4=> x; , = 122_2 :{ 5= x% +12x+35=(x+5)-(x +7)

E(x)

X2 411x+30 _ (x+5)-(x+6) x+6
x2 +12x+35 (x+5)-(x+7) x+5
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e Daca cunoastem radacinile unei ecuatii de gradul II, putem scrie ecuatia astfel:

S=X1+Xo :—9
x2 —Sx+P =0, unde a
P=Xq-X _°

1°X2 =7

Exemplu: Stiind ca Xq =4 ,X, = -5, scrieti ecuatia din care provin radacinile.

{S:x1+x2 =-1

= ecuatia din care provin radacinile este: X2 +x-20=0
P= Xl . X2 =-20

- -5
Proba: A =1+80=281=09 = X120 = 1£9 :{

2 4
Exemplu: Care este suma si produsul radacinilor ecuatiei x2 —5x+9=0

S=X1+X2 2—925
a

C
P=X1:Xp=—=9
1°72 a
Semnul functiei de gradul IT

f(x)=ax2 +bx+c, unde a,b,ceR, a=0

- se foloseste semnul functiei de gradul II, in general, la rezolvarea inecuatiilor, la module, etc.

I.pentru A>0
X — o0 X1 X2 + 0
f(x) semn a 0 semn contrar lui a 0 semn a
Il. pentru A=0
X — 00 X1 = Xo + 00
f(x) semn a 0 semn a
1. pentru A<0
X —® +90
f(X) semn a

Exemple: Calculati valorile lui X € R pentru care are loc:
o X?-4x+3>0

. 2 4+2 |3
Rezolv ecuatia de gradul IT: X* —4x+3=0=>A=16-12=4= X3, = =\
Suntem in cazul I pentru A >0
X — 0 1 3 + 0
X2 _4x43 | FHHHEEEEAA 0 ------------- O++++++++++

Raspuns: x% —4x+3>0 pentru X € (—o0;1) U (3;400)
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X2 +2X+1>0=>A=0=>X; =X =-1
Suntem 1n cazul Il pentru A=0

X

— 0

-1

+ o0

x2—4x+3

++++++++++ 0 ++++++++++

Raspuns: X e

R

Pentru orice ecuatie de gradul IT cu A < 0(cazul III), semnul functiei este cel al

2

coeficientului a peste tot, deci de exemplu, pentru x“+x+1>0, VX eR, a>0, dar de exemplu

inecuatia x% +X+1<0nu are solutii, deoarece functia este pozitiva pe tot R.

X — 0 + 00

2 +t+++++++++ ++ ++++++ A+

X +x+1

. (2x2+1)-(5—|2x+11)>o
2x+1, 2x+1=0
12x+1 {

= si 2x%2+1>0,vxeR, decarece A<0,a>0
—-2X-1,2x+1<0

5-2x -1, ptx 2—1
—ox+1= 12=
5+2x+1,ptx<—§

1

4-2X, ptx=>—-=
P 2

1
6+2x,ptx<—§

1 1
l. ptx>2-——<< Xe|——4o |:
2 2

X — 00 2 + 00

++++++++++ A+
2x2+1

4-2x ++++++++++ 0

++++++++++ 0---------mm - - - -

(2x2 +l)- (4—-2x)

Din tabel avem: (Zx2 +1)- (4—2x)>0pentru x e (~0;2), dar Sy = (~ w;z)m{—%&ooj = {—3;2]

_1)
00— — |:
3

1. pt.X<—%<:>X€[—

X — -3 +00

++++++++++ ++ A+
2x2+1

6+2X | mmeeem e eeaaoo- O+++++++++++

--------------- O+++++++++++

(2x? +1)-(6+ 2x)

Din tabel avem: (Zx +1) 6+ 2x)>0pentru X e (—3;+0), dar

(= ream(+2

St =S, US, =[ ] (—3;—%):(—3;2)
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Am reamintit in calcul semnul functiei de gradul I:

X — o0 —b/a +00
ax+b semn contrar a 0 semn a
° 2)(;2>0
X“+x+1
cum x%+x+1=0are A=-3<0 si semnul lui a peste R = X2 +X+1>0=>X+2>0=> X > -2
Solutia: Xe(— 2;+oo)
2
e E(x)= w > 0; am calculat anterior radacinile ecuatiilor.
X +12x+35
X —© -7 -6 -5 + 0
X2+11X+3O ++++++++++ 0 ------------- O++++++++++
%2 +12x+35 ++++++++0 ------- - - e e - O++++++++++

%2 +11x +30 ++++++++ [/ -0 H+++++++ [ 4+

x2 +12x+35

S = (- o0;—7)U(—6;-5) U (- 5;+0)
e Seconsidera f:R >R, f(x): mx?2 + 2(m —1)+ m —1. Sa se determine valorile lui

m € R *, astfel incat f(x)> 0, vxeR.

Rezolvarea se bazeaza pe faptul ca functia de gradul II pastreaza semnul constant si anume semnul
lui a pentru A <0. Se impun, deci, conditiile:

{A<0 {A:4(m—1)2 —4m(m-1)=1-m<0 {m >1
= =

=m>1=me(L+o)
m>0 m>0 m>0

Graficul functiei de gradul 11

Graficul functiei de gradul al doilea se numeste parabola.

Prin graficul f:R - R, f(x) =ax? +bx + Cc, a # Ointelegem reprezentarea geometrica a mulfimii

Gt = {(x,y)| y=ax’ +bx+¢ x e R}
Graficul functiei de gradul II este caracterizat de un varf de coordonate V(— 2£ ;—%) .
a a

Prin urmare, pentru a reprezenta graficul unei functii de gradul II urmam pasii:
1. Intersectia graficului cu axele de coordonate:

Gf "Ox = =1 5
fxX)=y ~ |ax?+bx+c=0

Se rezolva ecuatia de gradul II: ax? +bx +c=0 cu cazurile amintite anterior:
e Daca A>0=Xq,X2 €R, X1 # Xy =cad parabola taie axa Ox in 2 puncte de
coordonate: (x1;0)si (x5:0)
e Dacda A=0= X1,X» €R, X1 =Xy = cd parabola taie axa Ox intr-un singur punct
de coordonate: (— E ;0] ;
2a
e Daca A<0= Xq,X, ¢ R = graficul nu intersecteaza axa Ox.
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x=0 {X:0:>(O;C)

=
fo)=y ~ly=c
2. Calcularea coordonatelor varfului parabolei, care poate fi punct de maxim sau de minim.
b A
VXy Uy )=V| ——;——
(xv;uv) ( 2a 4aj
3. Determinarea si altor puncte de pe grafic prin luarea unor valori din domeniul de definitie si

calculul valorii functiei in aceste puncte considerate.
4. Trasarea tabelului de variatie si a graficului.

Gy mOy:{

Observatii: - daca a >0, parabola are deschiderea in sus (figura 1V.1.a).
- daca a <0, parabola are deschiderea in jos (figura IV.1.b).

a>0 1 a<0
a) b)
Figura IV.1. Alura grafica a functiei de gradul I1
Exemplu:
o f(x)=x?-5x+4
a >0 = parabola are deschiderea in sus.

y=0 y=0 y:o
Gf NOx= = = — A(1:0) , B(4:0
f {f(X):y {X2—5X+4:0 {A:9>O:>X1,2€{1;4} ( ) ( )

x=0 x=0
Gt ﬁOy:{ :>{ _4:C(0;4)

f0)=y

V(Xv:uv)zV(—z%;—%)=V@;—%)

Avem puncte suficiente, dar mai putem lua o valoare pentru a trasa o alura graficd mai exacta.
-pentru x=5=f(x)=y=4=D(5;4)

Figura 1V.2. Graficul functiei de gradul II analizate
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IV.2. REZOLVAREA TRIGONOMETRICA A UNUI TRIUNGHI

A rezolva un triunghi inseamna a-i calcula lungimile laturilor, masurile unghiurilor (sau
valoarea unei functii trigonometrice) si aria .§ sau 4 (ABC).

Teorema lui Pitagora sub forma trigonometrica

sin? g +cos? a =1
C Demonstratie:
sina = & 2 2
BC — sin g +cos o = & + E =
AB BC BC
COSa = —
BC
5 ,  AC%2+AB? TP pgc?
o SIN“a+Ccos”“ a = = =1
A B BC? BC?
Teorema cosinusului
In AABC cu laturile de lungimi a, b, c are loc relatia:
a2 =p%2+c?2-2.b.c-cosA
Demonstratie: Cazuri posibile:
I. A-D-C Fie D piciorul Tnaltimii din B.
. BD
SmA:T BD =c-sinA
AADB —dr. = =
AD AD =c-COSA
COSA =—
C

CD=AC—-AD =b—-c-cosA
™ 2 2 2
ABDC —dr = a“ =(c-sinA) +(b—c-cosA)

a2=c2sin? A+b%2-2.b-c-cosA+ccos? A

a? =b? +c2(sin2A+cos2 A)—Z-b-c-cosA

a2 =b2+c%-2.b.c-cosA

BD

SmA:T BD =c-sinA
AADB —dr. = =
AD AD =c-COsSA
COSA =—
C
CD=AD-AC=c-cosA-b

™ 2 2 2
ABDC —dr = a“ =(c-cosA—b)" +(c-sinA)

a?=c2cos? A+b%2-2.b-c-cosA+c?sin? A

a? = b? +02(sin2A+coszA)—2-b-c-cosA
2 _p2

a +c2-2.b-c-cosA
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1. D-A-C o sln(180 - ):TD {BD c. S|n(180 —A)

B | cosﬁSO"_ ) AD —c-cos(180°—A)

c

I DC=AD+b=c-cos(180°—A) b

I ABDC —dr LF;

: c ! a’ = [c sin(lSO"—A)2 [c coscl80°— )+b]

I a?=c?sin 680 ~AlJ+b? +2bc- cos(180 — )+c cos (180 — )
. a? =b? +c?fsin (180 A)+cos 180° — )] 2bc - cos(180 - )
D A b C 5

a2 =b%2+c%-2-b-c-cos{180° — A

1. Demonstreaza prin calcul cd intr-un paralelipiped dreptunghic cu cele 3 diagonale ale fetelor
care pornesc din acelasi varf al paralelogramului se poate forma un triunghi ascutitunghic.

Rezolvare: Construim desenul din figura IV.3.

D, o
|
A |
£ | B-
I
|
l C
|
|
I
|
D)_________(_'
d b
AL B

a

Figura IV.3. Desenul problemei 1 (1V.2)

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice ABC, CC’D’, ADD’ obtinem:
AC =+a? +b? ; a?+c? ; AD'=+b? +c?
Aratam ca suma patratelor a doua laturi e mai mare decat celei de-a treia.
2 2 2
(\/a2 +b2) +( a’ +c‘2) Z(Vbz +czj =a?+b%+a’+c?>b2+c?=2a% >0 "A"
2 2 2
(\Iaz +b2) +(\Ib2 +02j 2( a® +02) —a?+b2+b%+c?za’+c? = 20220 "A' =

2 2 2
(\Ib2+c2) +( a2+c2j 2( a2+b2) —b%+c2+a’+c?>a%+b%2=2c2>0 "A"

= ca exista AAD'C.
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Aplicam teorema cosinusului in AAD'C pentru a demonstra ca triunghiul este ascutitunghic:

AC? = AD'?4+D'C? —2-AD'-D'c-cos[AD'c]
CD'2=AD'2+AC2—2~AD'-AC-C05£D'ACJ -

AD'?=AC?2 +D'C? —2-AC-D'C-cos(ACD']

a? +b% =b%+c?+a%+c? —2-\/(b2 +02)-(a2 +CZ)-COS(A[I)\'CJ

a?+c? =b%+c?+a’+b? —2-\/(b2 +c2)-(a2 +b2)~cos(D'A C]:>

b2 +c?=a2+b?+a’+c? —2-\/(a2 +c2)-(a2 +b2)-cos(A(/:\D'J

AN

. c? n
cos| AD C]\/(b2+c2).(a2+c2)>0 m AD‘CJ<900

" 2 n . .

cos D'AC] = b s0=m DIACJ <90° = AAD'C - ascutitunghic

\/(bz +c2)-(a2 + b2)

8.2 i\ ' o
>0 m| ACD' | <90

S e

AN

cos| ACD'

Teorema sinusului
In AABC cu laturile de lungimi a, b, ¢ are loc relatia:

a b ¢
sinA sinB sinC

Demonstratie:
Avem AABC inscris in cercul C (O, R).

D si B diametral opuse = ABCD
BD =2R

sinfBpC |2 BC . og - BC
2R

sin{BDCJ

CDB = CAB (unghiuri inscrise) =
= 2R = E (*)
SINA

Construind in mod analog punctele diametral opuse ale unghiurilor A, respectiv C vor rezulta
relatiile:
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AB

or-2C (**), respectiv 2R = —— (***)
sinB

(). (=1 0%)
=

SinA B sinB B sinC

Observatie: O relatie des folosita in calculul ariei unui triunghi este: Sy =

sinC
b C

= 2R, unde R —raza cercului circumscris triunghiului.

a-b-sinC
2

2. In figura IV.4 sa se arate ci are loc relatia:
A,C-B,D-C4E-D;A-E;B=A,D-B,E-C;A-D;B-E4C.

Ba

Figura I1V.4. Desenul problemei 2 (1V.2)

Rezolvare: Aplicam teorema sinusului pentru:

AAlDC .

AB;DE :

AC]_EA .

AD]_AB .

AE,BC:

AiD AiC AC ssinD
sinC  sinD ~ AD sinC
BiD BjE BiD sinE
sinE  sinD ~ ByE  sinD
CiE CA CE sinA
sinA  sinE ClA_ sinE
D;A DB D;A sinB
sinB_ sinA  D;B  sinA
E;B E/C EB sinC

sinC  sinB E1C_sinB

Inmultim cele 5 relatii si rezulta:
A;C BD CiE DjA EiB sinD sinE sinA sinB sinC

A.D BE C/A DB E1C_sinC sinD sinE sinA sinB
A,C B;D C/E D;A ElB_1

A;D BE C/A DB E,.C
A,C-B;D-C,E-D;A-E;B=A;D-B;E-C;A-D;B-E;C
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3. Sa se arate ca intr-un triunghi ascutitunghic are loc relatia

Ja2b2 — 452 4+/a2c? — 452 — 32, in care a,b,c sunt laturile, respectiv S, aria triunghiului.
a-b-sinC_a-c-sinB
2 2

Rezolvare: Vom folosi formulele pentru arie: S=

. 2 - >
Ja2b? — 452 +\a2c? — 452 :\/a2b2_4.(_a'b'25'”c) +\/a2C2_4.(a-c-25|nBj _

2 K2 <inl 2 2 .2
=\/a2b2_4_a b 4Sln C+\/a202—4-a c 4sm B:

=\/a2b2 —a?.p?sin’C +\/a202 ~a?.c?.sin’B = \/azb2 '(;L—sinz C)+\/a202 ~(1—sin2 B)

si, aplicand teorema fundamentala a trigonometriei si apoi teorema cosinusului, rezulta

2 2 2 2 2 2
\/azb?"COSZC+\/a202-0082B=ab-cosC+ac-cosB=ab-b L O S —b” _
2ab 2ac
b%>+a?-c® a?+c®-b?> 23a°
- + _ _a
2 2 2
Deci, \/azb2 — 482 +\/a2c2 ~48% =a?,
Formula lui Heron
Sy =+p-(p-a)-(p-b)-(p—c)
_a+b+c
2
Demonstratie:
b-c-sinA
Ay ==
a2 _p2 _c2
Teorema cosinusului: a2 = b? +¢? ~2:b-c-c0sA = cosA ==
2
2_pn2_.2 2.2 (42 _p2
sin? A+cos’? A=1=sin? A=1-cos? A=1- a”—b"-c” | _4b% —(a ~b _C)z
2-b-c 4b2C2
a2 e—la? 57 o} b b2 52 o) _Jo+oP a2l b2 (o-c7]
4b2C2 4b2C2
sinZA:(b+c_a)'(b+c+a)'(a_b+C)'(a+b—C)
4h%c?
sinZA:(a+b+C_2a)'(b+C+a)-(a+b+c—2b)-(a+b+c—20)
4h%c?
Din p=a+b+c:>a+b+c=2p:>
sin2 A  (2p=23)-2p-(2p—2b)-(2p—2c) _ 2:2-2-2:p-(p—a)-(p—b)-(p—c)
4b2C2 4b2C2
sin2A=16'p'(p_a)'2(p2_b)'(p‘c):4-p-(p—a)'2(p{b)-(p—C):>
4b“c b2c
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sinA:J“-p'(p-a)'(p-b)'(p-c): 2 o2 (b (-0

b2C2 b-c

b-c-sinA _ b-c 2
Sa === 5 VP (p-a)(p-b)-(p-c)=

Sp =+/p-(p-2)-(p-b)-(p—c)

4. Sa se arate ci: ab+ac +bc = r? +p2 +4rR.

Rezolvare: Reamintim si vom folosi in calcule formulele cunoscute:
abc

e R =—=raza cercului circumscris triunghiului cu laturile a, b, ¢ si aria S

4S

S - )
e I =— =raza cercului inscris
p
Folosind formula lui Heron vom avea:

or? :p_i_;%: p-(p—a)-(z—b)-(p—C):(p_a),(p_b).(p_c)z

=(p-a)- (IO —pc— pb+bC) p3 —p2c—p2?b+phe — p2a + pac + pab —abc =

p3 —p? (a+b+c)+p-(ab+bc+ac)—abc
2 _ .3

pr2 =p3—p2.(a+b+c)+p-(ab+hc+ac)-abc <

)+p
pr2 =p3—p?-(a+b+c)+p-(ab+bc+ac)-4RS <
)+p

pr2 =p3—p?.(a+b+c)+p-(ab+bc+ac)—4rpR | :p <

2=p?—p-(a+b+c)+(ab+bc+ac)-4rR <
2=p2—p~2p+(ab+bc+ac) 4R < 12 =—p? +(ab+bc +ac)— 4rR

de unde rezultd ab+ac+bc =r? + p +4rR

5. Fie paralelogramul ABCD, cu laturile de lungime a si b, iar diagonalele de lungime m si n.

Demonstrati ca a% +b* =m?n? ,daca si numai dacd unghiul ascutit al paralelogramului este de 45°
Rezolvare: Construim desenul din figura V.5, cu unghiul ¢ ascutit.

A B

{'_1
Figura IV.5. Desenul problemei 5 (1V.2)

2

Aplicand teorema cosinusului obtinem: m* = a? +b? —2ab-coss, respectiv

n? =a® +b? +2ab-coss . inmultind cele dous relatii obtinem:
m2.n2 = (az +b? —2ab-cos§)~ (az +b2 4 2ab~cos§)

2
m2.n? = (a2 +b2) —4a%b%cos? 5 = m?.n? =a* +b* +2a%b? —4a®b? cos? 5 =
m?.n? =a% +p? +2a2b2(1—20032 5):> m2.n2 =a% +p? @1—200325:0@%525:%

adica 0 =45°
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IV.3. INEGALITATI

In acest paragraf vom prezenta cateva inegalititi cunoscute, precum si rezolvarea unor
inegalitati.

¢ Inegalitatea mediilor:
media patraticd >media aritmetica > media geometrica > media armonica

/2 2
a”+b 2a+b2 ab > 2 , Va,b>0
2 2 1 1

a b

cu egalitate pentru a = b.

Generalizare:

2 .2 2
aj] +as5+..+ay _a;+as+..+a, n
> >Nai-as-...-ap > , Vaq,a9,...,an >0
\/ n n 1 2 n 1 1 1 1,42 n

cu egalitate pentru a; =a, =...=a,.

e Inegalitatea lui Cauchy - Buniakowski - Schwarz:

(xa +yb)? s(x2 +y2)-(a2 +b2) , Vx,y,a,beR

Generalizare:

(a;-by+ay-by+..+a, by ) S(alz +a3 +...+aﬁ)~(bf +b3 +...+bﬁ) ,
Vaj,as,..,an,bq,09,...,bp €R

e Inegalitatea lui Minkowski:

\/(x+a)2+(y+b)2 S\/x2+y2 Va?+b? |, vx,yabeR

Generalizare:

\/(a1+b1)2 +(ap+bp)? +..+(ap +by )% < \/alz +a3+..+a’ +\/b12 +b3% +...+b?
Vaj,as,..,an,b1,02,..,0, €R

e Inegalitatea lui Titu Andreescu:

2 2
a_+b_2
Xy

(@a+b)?
X+Yy

,Va,beR, x,y>0

Generalizare:

2 .2 2 2

ar a a a;+ay +..+a .
—1+—2+...+—”2( 1792 n) , Vaj eR,x; >0,i=12,.,n,n>2
X{  Xo Xp  X{+Xo 4.+ X
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e Inegalitatea lui Cebisev

Pentru oricare siruri de numere reale a;,a, si by,by :

I. Daca sirurile sunt la fel ordonate: a; > a5, by > b, > sau a; <a,,b; <b,, atunci:
2-(ag-by+ay-by)2(ag +az)-(by +by)

Il. Daca sirurile sunt invers ordonate: a; <a,,b; > b, sau a; >a,,b; <b,, atunci:
2-(ag-by+a;-by)<(ag+az)-(by +by)

Generalizare:

Pentru oricare siruri de numere reale aj,as,...,a, sibq,by,..., b,

I. Daca sirurile sunt la fel ordonate:
a;>ap>..>a,,by>by, >...>b, sau a; <a, <..<ap,by <b, <...<hy,, atunci:
n-(ag-by+ay-by+..+ay-b,)>(ay+ay +..+a,) (by +by +..+by)

I1. Daca sirurile sunt invers ordonate:
ap<ap <..<ap,by=2by>..2b, sau a; >a, >..2ap,b; <b, <...<b,, atunci:
n-(ag-by+ay-by+..+ay-b,)<(ag+ay +..+a,) (bg +by +..+by)

Exercitii:

1. Daci x,y,z sunt numere reale pozitive, si se arate ca: (X +y)-(y+2)-(z+x)>8xyz .
Rezolvare: Aplicam media aritmetica > media geometrica de trei ori:

X+y2\/ﬁ

2

VL XY YIEXT, G s e y) e ) (2260 =

X;Zz\/ﬁ

(x+y)-(y+2)-(z+x)>8xyz

2 2

2. Daca x,y,z sunt numere reale, sa se arate ca: X~ + y2 +2°>Xy+Yyz+2X.
Rezolvare:
x2+y2 +22 > Xy +YzZ+2zX |-2:>x2+y2+z2 +x2+y2+z2 > 2XY +2YZ + 22X =

(x-y)? +(x—2)?+(y-2)* =0, ¥x,y,zeR

3. Demonstrati inegalitatea X2 + y2 +2% > x\/y2 +2% + y\/x2 +22 , pentru X,y,ze R .
Rezolvare: Aplicam media aritmetica > media geometrica:

2 (y2.,2
X +! +27 ) /
Y > X y2+Z2 n 2 2 2
2 SNC SRS A > xyy2 +22 +yx2 +22 =
y>+x2+2%) o 2
> > yVx© +2z

2

x2 +y? +2° ZX\/y2+z2 +y\/x2+z2
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4. Aritati cd, daci X +y+z=1, X,y,zeR,,atunci: v/4x +1 + /4y +1+/4z+1<5.

Rezolvare:
Metoda 1: inegalitatea mediilor

Jax+1)1 <%: 2x +1

+
JlAy+1)1 <43’+T1+1 =2y +1=>VAX+1+JAdy+1+/42+1<2- (X +y+2)+3=

Jaz+1)1 <$ —2z+1

Vax+1+dy+1+4z+1<5
Metoda 2: Inegalitatea lui Cauchy - Buniakowski - Schwarz:
Pentru (al,az,ag)z(\/4x +1,4y +1,v4z +1) si pentru (by,by,b3)=[1L11)=

(Vax +1-1+ Jay+1-1+az+1-1f < (\/4x 1%+ Jay11° + 4z +12j-(12 112 +12)

(Vax+1+ Jay+1+az+1) <(ax+1+4y+1+42+1)-3

(\/4X +1+\/4y+1+\/4z+1)2 <[4(x+y+2)+3]-3=
JAX+1+JAy +1+/4z+1<21<25=5

5. Pentru X,y € R, aratati ca: x4+ y4 +8>8xy.
Rezolvare: Aplicam media aritmeticd > media geometrica:

xt+yt+8=x*+yt+a+4>49x% . y* 4.4 =8xy

. a b c 3
6. Dacaa, b, ¢ >0, aratati ca: + + >—,
b+c a+c a+b 2

Rezolvare: Datoritd simetriei a<b <c.
Notim S=a+b+c.

. . . a b c _3
Rezulta ca inegalitatea devine: 3 + + > >
<

a
Dina<bhb<c=> 1 < 1 1 .
S—-a S-b S-c

Din egalitatea lui Cebisev rezulta:
a-i+b-i+c-izé-(a+b+c)( t 1y 1) (1)
C

S-a S-b S-c
Din inegalitatea mediilor (media armonica < media aritmetica) rezulta:
3 <S—a+S—b+S—c_38—(a+b+c)_§:>

1 N 1 N 1 3 3 3
S-a S-b S-c

! + 1 + 1 > 9 (2)
S-a S-b S-c 28
Inlocuind relatia (2) in (1) rezulta:

a b c 1 9 3

+ + Z2—-S—=—=
b+c a+c a+b 3 25 2
Deci, intr-adevar, a + b + ¢ ZE.

b+c a+c a+b 2
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a?+b%2 b%+c? a?4c?
+ +

7. Aratati ca, pentru Va,b,c >0 are loc inegalitatea: >a+b+c.
a+b b+c a+c
Rezolvare: Ne vom folosi in rezolvare de inegalitatea lui Titu Andreescu:
a2 +b% Dp24c? c2+a2_ a2 b2 b2 2 2 2

+ + = + + + ¢ + ¢ + a =
a+b b+c c+a a+b a+b b+c b+c c+a c+a

a’ s b2 . c? b2 . c? . a® . (a+b+c)? . (@+b+c)® 2-(a+b+c)®
a+b b+c c+a) (a+b b+c c+a] 2-(a+b+c) 2-(a+b+c) 2-(a+b+c)

=a+b+c

a’+b% b%+c? a?4c?
+ +

a+b b+c a+c

Deci, inegalitatea >a+b+c este demonstrata.

1 1

8. Aratati ca, daca + +
l+a 1+b 1l+c

=1 a,b,c >0, atunci: abc >8.

Rezolvare: Notam:

_1 1-x
=X a=—=—

l1+a N

. =y=>X+y+z=1= b=1_—y:>trebuieséarétémca 1_X.1_y_1_228
1+b y . ; .
i:z C_1—z

1+c ——Z

(1_ ME_ ].(Lljzgj(3_1].(i_£_1+1]:L_i_i+1_i+l+l_ _
X y z X yz y z Xyz Xy XZ X yz 'y zZ

1)
1 [1 1 1) (1 1 1)
=———+—+— |+ —+—+=|-1
Xyz \(xy Xz yz X y z
Din inegalitatea mediilor rezulta:
1 1 1
7+7 —
X Y 25, ! :>1+1+£2 3 (2)
3 Xyz X Yy z 3xyz
1 1 1
Xy xz vz 1 1 1 1 3
X ¥z, vl et = ©)
3 (xyz) Xy Xz yz 3(xyz)2

Inlocuind relatiile (2) si (3) in relatia (1) rezulta:

(1 j[l Ml j 1 (1 1 1j (1 1 1) 1 3 3
-1 |=-1||--1|l=—-—+—+—|4+|—+—+—|-12 — + -1=
X y y Xyz Xy Xz yz X 'y z Xyz %/(xyz)z 3/xyz

X y 3/xyz X 'y z

abc > 8, adevarat.

3
(1—1)(3—1)(1—]2( L 1] —(3-1P =8, adica =X 1Y 17255 e
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9. Pentru orice numere reale nenegative x,y,z aratati ca are loc relatia:

by 2l s oz ey + 2y

3
Olimpiada, Rusia 1991
Rezolvare:
(x+3;+ z)? >x\/ﬁ+y\/5+z\/_:>x +y? +7 +32(yz+zx+xy)>x\/—+y\/5+z\/_

Utilizam inegalitatea mediilor (media aritmetica > media geometrica):

2 2 2 2
XTAXTHy 27 gf -
SR I R
y>+y?+2% +x° 2 2 2 2 2,02, 2
1 2‘\1/y y©ezo X :yﬂ:x +y +z ZX\/ﬁ+y\/§+z\/ﬁ 1)
2,2 .32 ,\,2
Z2°+2 —;X +Yy Z#ZZ-ZZ-XZ-yZZZM
xy;szX\/E
y22 > y7x N 2(yz +zx +xy)> 2 (x yz+y\/§+z\/ﬁ) (2)
xX+zy
Sz

Adunand relatiile (1) si (2) obtinem:

x2 +y? +2% +2(yz + 2x + Xy) >3-(x\/ﬁ+y\/5+z\/ﬁ):>

Oyl e a2y

10. Pentru a,b,c numere pozitive demonstrati ca
1 1 1 < 1

+ + <—,
aS+b3+abc b3+cd+abc cd+ad+abc abc

Rezolvare: Observam ci (a2 —bz)-(a—b)z 0=>a®-a%h-ab?+b3>0 [+abc =

a—a’b—ab2 +b3+abc>abc =ad +b3 +abc>abc+a’b+ab? =

a®+b3+abc>ab-(a+b+c)
Procedand in mod similar si pentru celelalte expresii de la numitor rezulta:

1 < 1 1 < c
ad+b3+abc ab-(@+b+c) |adipdiapc abc-(a+b+c)
1 < 1 N 1 < a ;
b3+cdrapc be-(@+b+c) " |p3icdiapc abc-(a+b+c)
1 < 1 1 < b
c3+ad+abc ac-@@+b+c) [c34adiapc abe-(a+b+c)
1 N 1 N 1 a+b+c
a®ib3trabc b3+cdrabc c3+ad+abc abc-(a+b+c)
1 1 1 1
3.3 T3 3 T3 3 =
a’+b°+abc b°+c°+abc c®+a’+abc abc

134



