Motto:
»Matematica este ceea ce incepe, ca §i Nilul,
in modestie §i se termind in magnific.”
Calvin Colton

Parteg |
ARITNETICH, 51 opprd
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L ARITMETICA, ALGEBRA - semestrul T

A.l. MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

Ad 1. OPERATII CU NUMERE NATURALE. REGULI DE CALCUL CU PUTERI

Multimea numerelor naturale este: N = {0,1,2,..., n,...}, iar multimea numerelor naturale

nenule este: N™ ={1.2,..,n,...}.
Se reamintesc in cadrul acestui paragraf cateva notiuni intalnite in clasa a V-a.
Tipuri de operatii:

e Adunarea si scaderea sunt considerate operatii de ordinul I;

e Inmultirea si impartirea sunt considerate operatii de ordinul II;

e Ridicarea la putere este operatie de ordinul III.

Reguli:

1. In operatiile in care apar numai operatii de acelasi ordin, acestea se efectueazi de la
stdnga la dreapta.

2. In calcule se folosesc paranteze rotunde, drepte si acolade. Ordinea de efectuare a calculului
este: parantezele rotunde, apoi parantezele drepte, apoi acoladele. Dupa terminarea calculelor din
parantezele rotunde acestea se desfiinteaza, cele drepte se transformd in rotunde, acoladele in
paranteze drepte si procedeul continua pana la eliminarea tuturor parantezelor.

3. Eliminarea parantezelor. Parantezele precedate de semnul + se pot elimina scriind termenii
din paranteze cu semnul lor. Parantezele precedate de semnul - se pot elimina scriind termenii din
paranteze cu semn schimbat.

Exemplu: {{(7-3-5)+2-6]:4+5}-10-[(9+7)-5-60]={{(21-5)+12]: 4+5}-10—(16-5—60) =
=[(16+12): 4+5]-10—(80—60)=(28:4+5)-10—20 =120—20 =100

Reguli de calcul cu puteri:

e Fie aun numar natural, a # 0. Puterea zero a numiarului natural a este: a° =1.

e Fie a un numar natural, a # 0.Puterea intdia a numarului natural a este: a1 =a.

° 0o nu are sens.

e Oricare ar fi numerele naturale a, m si n, a #0, atunci: a™ -a" =a™m™*™" .
e Oricare ar fi numerele naturale a, m si n, a # 0, atunci: (@™)" =a™".

e Oricare ar fi numirul natural a, daci m>n, atunci: a™ :a" =a™m™ ",

e Oricare ar fi numerele naturale a, b sin, a £0, b #0, atunci: (a-b)" =a" -b".

e Oricare ar fi numerele naturale a, b sin, b # 0, n # 0, daca a se imparte exact la b, atunci:
(a:b)" =a" :p".

Exemple:

. (26 —25)- (25 —24)- 2" —23):(24)3 =2°-(2-1)-2% (2-1)-2% (2-1): 2" =
=25.24.08: 012 _pl2. 012 4

o x=?,300-[48+6-7—(x:3+15)]:3=276
300-276=[48+6-7—(x:3+15)]:3
24 =[48+42—(x:3+15)]:3 = 24=[90—(x:3+15)]:3
24.3=90—(x:3+15)= x:3+15=90-72=x:3+15=18=x:3+15
18-15=%x:3=3=x:3=3-3=X =>x=9
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A.1.2. DIVIZIBILITATEA NUMERELOR

Divizor, multiplu

Un numar natural b este divizor al unui numar natural a, daca exista un numar natural c,

astfel incat @ = b - ¢. Se mai spune ca a este multiplu al lui b .

Notam b | a si se citeste b divide pe a sau b este divizor al lui a .

b divide pe a, daca si numai daca a se imparte exact la b.

Se foloseste si notatia a:b care se citeste a este divizibil cu b sau a se divide cu b sau a este
multiplu a lui b.

Se utilizeaza notatiile: D, - multimea divizorilor numarului n,

M, - multimea multiplilor numarului n,

Exemple:

Multimea multiplilor Iui 6 cuprinsi intre 16 si 50 sunt: 18, 24, 30, 36, 42, 48.
Multimea divizorilor lui 14 sunt: Dy = {1, 2, 7, 14}, in care 1 si 14 sunt divizori improprii,
iar 2 si 7 sunt divizori proprii ai lui 14.

Proprietdti ale relatiei de divizibilitate

Oricare ar fi numarul natural a, atunci a | a;

e Oricare ar fl numarul natural a, atunci a | 0sil | a;

e Oricare ar fi numerele naturale a si b, dacd a|bsib|a,atuncia=b;

e Oricare ar fi numerele naturalea si b, a | a-bsib | a-b;

e Oricare ar fi numerele naturale a, b, ¢, daca a | bsib | ¢, atunci a | c;

e Oricare ar fi numerele naturale a, b, ¢, daca a | bsia | ¢, atunci a | (b+c) sia | (b-c);

e Oricare ar fi numerele naturale a, b, k, daca a | b, atunci a | k-b.

Criterii de divizibilitate

e Criteriul de divizibilitate cu 2: un numar natural este divizibil cu 2 , daca si numai daca
ultima cifrd a numarului este 0 , 2, 4, 6, 8.

e Criteriul de divizibilitate cu 3: dacad suma cifrelor unui numar este divizibila cu 3.

e Criteriul de divizibilitate cu 4: daca ultimele doud cifre ale unui numar reprezintd un
numar multiplu de 4.

e Criteriul de divizibilitate cu 5: un numar natural este divizibil cu 5, daca si numai daca
ultima cifrd a numarului este 0 sau 5.

e Criteriul de divizibilitate cu 9: daca suma cifrelor unui numar este multiplu de 9.

e Criteriul de divizibilitate cu 10: un numar natural este divizibil cu 10, daca si numai daca
ultima cifrd a numarului este 0.

e Criteriul de divizibilitate cu 25: daca ultimele doua cifre ale unui numar reprezintd un
numar multiplu de 25.

e Criteriul de divizibilitate cu 100, 1000, 10000, ....: un numar natural este divizibil cu 100,
1000, 10000,... daca si numai daca ultimele doua, trei, patru... cifre ale numarului sunt 0.

Exemple:

Numerele naturale de forma 10x divizibile cu 2 sunt: 100, 102, 104, 106, 108.
Numerele de forma 2x4 divizibile cu 3 sunt: 204, 234, 264, 294.
Numerele de forma 123x divizibile cu 4 sunt: 1232, 1236.
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e Numerele naturale de forma Ky divizibile cu 5 sunt: 400, 410, 420, 430, 440, 450, 460,
470, 480, 490, 415, 425, 435, 445, 455, 465, 475, 485, 495.

e Numerele naturale de forma 87y divizibile cu 10 sunt: 800, 810, 820, 830, 840, 850, 860,
870, 880, 890.

o Numerele de forma 8ab divizibile cu 25 sunt: abe M5 si 8abe {800,825,850;875}.

Numere prime si numere compuse

Un numar prim este un numar natural care are exact doi divizori, pe 1 si pe el insusi.
Exemplu: 7 are ca divizori pe 1 si pe 7.
Numerele naturale care nu sunt prime se numesc numere compuse, adica acele numere care
au cel putin trei divizori.
Observatii:
e ,,1” nu este nici numar prim, nici compus.
e ,,2” este singurul numdr prim par.

Exemplu: Este numarul a = 149 numar prim?

Rezolvare: Se cauta daca numarul dat este divizibil cu numerele prime de dinaintea lor.

Se observa, conform criteriilor de divizibilitate mentionate anterior ca 149 nu este divizibil cu
numerele prime: 2, 3, 5. Fac verificarea pentru urmatoarele numere prime pana se obtine catul (C)
mai mic decat impartitorul (T):

149 :7 =21, r =2, rezulta ca 149 nu este divizibil cu 7.

149 :11=13,r= 06, rezultd ca 149 nu este divizibil cu 11.

149 :13=11,r= 6, rezultd ca 149 nu este divizibil cu 13.

Am aratat ca a = 149 nu este divizibil cu numerele prime: 2, 3, 5, 7, 11, 13, deci nu se divide cu
nici un numar prim < 13, deci nu se divide nici cu multiplii Mz, M3, Ms, M7,My;.

Se observa C > 1 pentru impartirile la 2, 3, 5, 7, 11, iar pentru Tmpartirea la 13, C < I, iar restul este
diferit de zero. Deci, nu mai existd un numar natural mai mare decat 13, pentru care C < I, iar restul
sa fie 0.

in acest caz, 149 este numir prim.

Descompunerea numerelor naturale in produs de factori primi

Orice numar natural nenul care nu este prim se poate descompune sub forma unui produs de
factori primi, aceastd descompunere fiind unica.

Exemple:
o 2420=22.5.11
2420 |2-5
242 |2
121 |11
11 |11
1

e 580=22.5-29

580 2-5
58 2
29 29

1
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Multimea divizorilor unui numar natural

Fie A=a™-b", AeN; a,b,m,neN;a, b= numere prime.

Multimea divizorilor lui A va fi data de relatia: A = (m +1)- (n +1) :

In mod similar, se generalizeaza.

Exemplu: Sa se determine numarul divizorilor numarului 48.

Rezolvare: 48=2%.3. Rezulta ci multimea divizorilor lui 48 va fi dati de: (4+1)-(1+1)=10.
Acestia sunt: {1,2,3,4,6,812,16,24,48}.

Cel mai mare divizor comun

Doua numere pot avea divizori comuni.

Cel mai mare divizor comun a doua numere a si b notat c.m.m.d.c. (a,b) = (a, b) este cel mai
mare numdr care divide numerele date.

C.m.m.d.c al unor numere naturale nenule este produsul tuturor factorilor comuni, luati
o singurd datd, la puterea cea mai micd.
Daca c.m.m.d.c = 1, atunci numerele se numesc prime intre ele.

Exemplu: c¢c.m.m.d.c. (18, 80) = 2, deoarece18 = 2.32 , 80= 24 .5,

Exemplu: Pentru a determina 2 numere naturale a si b, care indeplinesc conditiile (a, b) =7si
a-b =588 se procedeaza astfel:

Notam: a=7X, b=7y, Xy e N* sicmm.d.c (x,y) = 1.

Rezulta ca: a-b=7x-7y=588=49xy =588 = xy =12=1-12=12-1=2-6=6-2=3-4=4-3

1 , convine c.m.m.d.c(a, b) =7;
y:

e Pentru
{

. a
rezulta: {

sau

X =12 a=2084
) rezulta: { , convine c.m.m.d.c(a, b) = 7;

Sau

Sau

rezulta (X,y)= 2, nu convine;

X=2 .
e Pentru { 5 rezultd (X,y)= 2, nu convine;
e Pentru {

a=21 :
rezulta: {b _ g+ CONViNE cmm.d.c(a, b)=7;

sau
a=28

b=21

X=4
e Pentru { 3 rezulta: {

v , convine c.m.m.d.c(a, b) = 7.

Deci, solutiile posibile sunt: (7, 84), (84,7),(21,28), (28,21).
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Cel mai mic multiplu comun

Cel mai mic multiplu comun a doua numere a si b notat c.m.m.m.c (a,b) = [a, b] este cel
mai mic numar natural nenul care se divide cu numerele date.

C.m.m.m.c al numerelor a §i b este produsul tuturor factorilor primi luati o singurd datd
la puterea cea mai mare.

Exemplu: c.m.m.m.c. (18, 80) = [18, 80] =2%.3% .5 = 720, deoarece 18=2-3%, 80=2".5.

Exemplu: Pentru a afla cel mai mic numar natural care impartit la numerele 15, 30 si 45 da de
fiecare data catul diferit de O si restul 13, se procedeaza astfel:

Fie X = numarul cautat.

Rezulta ca:

(x—13)e My5

(x-13)e Mgg = (x—13)e Mpi5.30:45] = {0,90,180,270,...|
(x—13)e Mys

15=3-5

30=2-3-5 = [1530;45]=2-5-32 =90,

45=32%.5

deoarece catul # 0= x—-13=90=x =103

Legatura dintre cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun
Produsul a doua numere naturale este egal cu produsul dintre c.m.m.d.c si c.m.m.m.c.
a-b=(a,b)-[ab]

Daci numerele naturale a i b sunt prime intre ele, atunci [a,b]=a-b.

Exemplu: Pentru a afla doua numere a si b, stiind ca (a, b) =231si [a, b] = 693se aplica relatia
a-b=(a,b)-[a,b]=231-693.
Rezulta solutiile: (231693), (693,231).

A.l.3. EXERCITII SI PROBLEME

1. Sa se determine valoarea numarului x, astfel Incat 3l.3%.. .3 fie patratul numarului 3%.
89

" 2
Rezolvare: 3'-32....38 =3l+2+.+8 _32 _3%6 _ (318)
2 2
e f = (xf = x=18
2. Impartind numarul x la numarul y, se obtine catul 3 si restul 7. Calculati 2X — 6y + 3.
Rezolvare: Aplicand teorema impartirii cu rest, rezultd: X =3y +7.

Inmultesc relatia cu 2 si rezulta: 2X =6y +14=2x—-6y—-14=0
Prinurmare, 2X—6y+3—-3-14=0=2x-6y+3=17.
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3. Untest are 20 de probleme. Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 5 puncte si
pentru fiecare problema rezolvatda gresit se scad 2 puncte. La acest test Andreea a obtinut 65 de
puncte. Cate probleme a rezolvat corect Andreea?

Rezolvare:

Punctajul maxim pe care-1 putea obtine Andreea era de 100 de puncte. | s-au scazut 35 puncte.
Notez cu N¢ — numdrul de raspunsuri corecte, Ng— numarul de raspunsuri gresite.

Rezulta: 65puncte =5-Nc—2- Ng

65:5, deci obligatoriu (5-Nc—2-Ng):5; obligatoriu Ng € {0,5,10}.

Singura valoare posibila este Ng =5, rezultd: 65puncte =5-Nc-10= N, =15.

4. Calculati 5x +7y+2z, stiind cd X +Yy =123si y+2z =257.
Rezolvare: 5x + 7y +2z =5x +5y + 2y + 2z =5-(x +y)+2-(y +2)=5-123+2-257 =1129
5. Aratati ca diferenta dintre jumitatea lui 4°7si sfertul lui 1628 este divizibila cu 7.

2
) 457 162 p.pll4 _pli2 Hlis_yli2  H112 '(23 B 1)

4 4 - 92 - 92

Rezolvare: —7.0110:7

6. Aritati ci numarul N =3N+2.220+3 , 3n+3 4n+2 N este divizibil cu 63.

Rezolvare: N =3"+2.22M+3  3N+3 4N+2 _3n 32 520 53, 30 .33.p2n .4
N=3".22".32.23.(1+6)=3".22".9.8.7=63.8-22" .3" 163,

7. Aridtati ca numarul A = xxxyyy se divide 37.
Rezolvare: A =100000x +10000x +1000x +100y +10y + y =111000x +11y =111-(1000x + y)
A =37-3-(1000x +y):37.

8. Calculati restul impartirii numarului A=1-2-3-...-2011+4 la 7.
Rezolvare: Se observaca A=1-2-3-...-7-...- 2011+ 4, deci 1-2-3-...-7-...- 2011 il contine si pe 7,
deci 1-2-3-...-7-...-2011: 7 are restul 0.
Prin urmare restul impartirii lui A la 7 va fi dat de 4:7 , decir = 4.

9. Calculati numarul de zerouri de la sfarsitul numarului A=1-2-3-...-20.
Rezolvare:

A=1.2.3.22.5.(2.3).7.23 -9-(2-5)~11.(22 .3).13.(7.2).(35)-24 -17.(2.9)-19-(22 -5)
A=1.218.3.54.3.7.9.11.3.13.7-3-17.9-19=(2.5)* . 214 .38. 72 .11.13.1719
A=10%.3%.72.11.13.17.19

Deci A are la sfarsit 4 zerouri.

10. Impartind numerele 1243, 6532, 1817 la un acelasi numar obtinem resturile 13, 7, 2. Aflati
impartitorul.
Rezolvare:
Fie I impartitorul nenul si a, b, ¢ caturile impartirilor. Deoarece 1 este acelasi, deci este c.m.m.d.c si
1>13. Rezulta:

1243=T1-a+13 1230=1-a 1230=2-3-5-41
6532=1-b+7 = {6525=1-b si {6525=3%.5%2.29 = {=cmm.dc=3-5=15
1817=T1-c+2 1815=1-c 1815=13-5.112
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11. Arétati cd numdrul abc + bca + cab se divide 37.
Rezolvare:
abc +bca +cab=100a+10b+c+100b+10c+a+100c+10a+b=111a+111b+111c =

=111-(a+b+c)=37-3-(a+b+c):37

12. Aritati cd, daca 5|(2a +3b), atunci 5/(7a+8b).
Rezolvare: 5|(2a +3b)=> 5|(2a + 3b + 5a + 5b) = 5/(7a + 8b)

13. Aratati ca oricare ar fi N € N, numarul 220 .52"*1 11 nueste prim.

Rezolvare: 22" .52 1 122" .52" .51 = (10)*" -5+1=1000...000-5+1=5000...001

2n zerouri (2n-1) zerouri
5+0+.... 40+ 1 =6, prin urmare numarul este divizibil cu 3, deci nu este prim.

14. Aflati numarul n e N, astfel incat n(n +1)+5n sa fie numar prim.
Rezolvare: n(n+1)+5n =n(n+1+5)=n(n+6)=n=1= n(n+1)+5n = 7, numar prim.

380 _ 520

15. Demonstrati ca: se divide cu 5.

Rezolvare: UC(380 = 22°)= uc(380)— UC(22°)= UC(l-6)=5= 5‘(380 - 220)

16. Aritati ca: 2-(1+2+3+...+2010)+ 2011 este patrat perfect.

20112010
2

Rezolvare: 2-(1+2+3+...+2010)+2011=2. +2011=2011-(2010+1) = 20112

eN.

17. Determinati X € N, astfel incat:
X+2

Rezolvare: (x+2)15, Dyg ={L; 3, 5; 15}, deci (x +2) e {L; 3; 5; 15}

Rezulta ca:
X+2=1=>X=-1¢N; X+2=3=X=1eN; X+2=5=>x=3eN;Xx+2=15=>x=13e N
Deci, x € {1; 3; 13}.

18. Determinati numerele prime a, b, ¢ care verifica egalitatea: a +38b+60c =198.
Rezolvare: Expresia data are un rezultat par; indiferent, dacd b si ¢ sunt pare sau impare,
obligatoriu a trebuie sa fie par. Singurul numar prim par este a = 2.
Rezulta: 2+ 38b+60c =198 = 38b +60c =196 |: 2=19b+30c=98.

In mod similar, suma rezultati e pari, ¢ poate fi par sau impar, dar obligatoriu b trebuie si fie par si

prim, deci b=2—=38+30c=98<«<30c=60=c=2. Rezulti: a=b=c=2.
19. Demonstrati ci: (2n+3;5n+7)=1.

Rezolvare: Presupunca (2n+3,5n+7)=1=3d e N", d %1, astfel incat d|(2n +3) si d|(5n+7).

Rezulta d|5-(2n+3) si d[ 2:(5n+7), rezults d| (L0n+15) si d| (10n+14), deci d divide si

diferenta lor, adica: d| (10n+15-10n-14)=d

In concluzie, presupunerea facuta initial este falsa.

1, absurd, deoarece am presupus ca d =#1.

20. Care este distanta cea mai mica care se poate masura simultan cu unitati de masura de 18 m
si 24 m?

Rezolvare: 18=32.2, 24=3-2% rezulti c.m.m.m.c (18; 24) = 23.32 =72m.
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B.Il. MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE POZITIVE

B.1.1. NOTIUNEA DE FRACTIE, TIPURI DE FRACTII

Fractia este 0 pereche de numere naturalea si b, cu b0, notatd —, in care a se numeste

o |

numarator, iar b se numeste numitor. Fractia ne aratd in cate parti, fragmente a fost impartit

intregul.

Fractii echivalente

Prin reprezentiri echivalente intelegem aceeasi parte dintr-un intreg. Pentru a stabili, daca

..a . C . - o <
doua fractii b si 4 sunt echivalente, se calculeaza produsele a-d=Db-c, avand urmatoarele

posibilitati:
. . . a C
e Daca a-d=b-c, atunci fractiile sunt echivalente, adica -4 ;
. . a C
e Daca a-d=b-c, atunci fractiile nu sunt echivalente, adica B # a .

Exemple: Se doreste sa se studieze echivalenta:

o % si % Calculam: 2-6=12 si 3-5=15, 12#15 :>§¢g, deci fractiile nu sunt

echivalente,
3

o —ssi i Calculam: 3-27=9-9=81, = § = i , deci fractiile sunt echivalente.
9 27 9 27
Fractii echiunitare, subunitare, supraunitare
. a .. o . . a
O fractie E este echiunitara, daca a=Db, b= 0. Deci B =1.

.oa . g . a
O fractie b este supraunitara, daca a>b, b=0. Deci o >1.

O fractie % este subunitara, daca a<b, b=0. Deci %< 1.

Exemplu: 26 < este o fractie

e subunitara, pentru 26 < 20+ X = x >4

e supraunitara, pentru26 > 20+ X =>xX<4 =X e {O g 2 3}

e cchiunitara, pentru26 =20+Xx = x =4
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Amplificarea / simplificarea fractiilor

e .ooa . n o N . o
A amplifica o fractie —, b=0cu un numar natural n=0, inseamna a inmulti atat

a n-a . . . . -
n) =——_ Se observa ca fractia obtinuta

“n-b

numaratorul, cat si numitorul cu numarul “n”, adica

o |

este o fractie echivalenta cu cea initiala.

(6]
(o3}

Exemplu: 5)

[lee))
-l>|oo
alo

5.

[{e]

o .a 5 .
A simplifica o fractie b’ b = 0cu un numar natural n =0, divizor comun al numerelor a

("

oo
o
>

si b, Inseamna a imparti atdt numaratorul, cat si numitorul cu numarul “n”, adica

Se observa ca fractia obtinuta este o fractie echivalentd cu cea initiala.

(2 (2
28% _14 = ! forma finald nu se mai poate simplifica.

Exemplu: — ==
48 24 12

Fractii ireductibile / reductibile

Fractia care nu se mai poate simplifica se numeste firactie ireductibild .

O fractie 3, b = Oeste ireductibila, daca c.m.m.d.c (a,b) =1. Se mai poate spune ca

fractiile ireductibile sunt acele fractii care au numaratorii si numitorii numere prime intre ele.

Pentru a obtine o fractie ireductibild, se simplifica fractia % , b0 cuc.m.m.d.c(ab).

(4
Exemplu: % zg este ireductibila, deoarece c.m.m.d.c (2, 3) =1.

Exemplu: Sa se simplifice fractia % astfel incat sa obtinem 0 fractie ireductibila.

Rezolvare: 18=2-3%; 144=2%.3% reaulti c.m.m.d.c (18, 144) = 2.3% =18,

(18

Rezulta: 1— —1.
144 8

Fractia care se mai poate simplifica se numeste firactie reductibila .

(15

Exemplu: 15 = 1 forma finald nu se mai poate simplifica.
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B.1.2. NOTIUNEA SI FORMA DE SCRIERE A UNUI NUMAR RATIONAL

Un sir de fractii echivalente reprezinta acelasi numdr rational.
Numerele rationale se noteaza prin fractiile care le reprezinta.

Exemplu: Numarul rational 3 poate fi reprezentat prin oricare dintre fractiile echivalente:

2. 3.4 n *
— = —=, ——heN

6 9 12 3n

Numerele rationale sunt numere reprezentate fie cu ajutorul fractiilor ordinare, fie cu
ajutorul fractiilor zecimale finite sau periodice.

Exemple:

fractii ordinare: 0; %; ? etc.

fractiile zecimale finite: 0,5; 0,235; 2,56, etc.
fractiile zecimale infinite, periodice simple: 3,(6); 27,(34); etc
fractiile zecimale infinite, periodice mixte: 0,2(4);, 1,2(3); etc.

Reguli:
e Orice numar natural se poate scrie ca fractie zecimala finita.
Exemplu: 7=7,0=7,00= 7,000 =...=7,000...0.

e Orice fractie ordinara poate fi transformata in fractie zecimald prin impartirea numaratorului
la numitor.

Exemplu: ? =25

e Orice fractie zecimala finita sau periodica poate fi transformata intr-o fractie ordinara.
Exemple:

005= > - ° .
100 102
0,(24)=22_8 .
99 33
011(5):E':E:l;
90 90 45
5,1(2):512—1: 5-90+11 _ 461
90 90 90

. .. a . .
Un numdr rational pozitiv poate fi reprezentat sub forma b’ a,be N, b=0, deci multimea

numerelor rationale pozitive este:
Q. ={%|ae N, beN, b;tO}.

Observatii:

. - o . .. n
e Orice numar n € N este un numar rational pozitiv: N = I ;

. i 0 . 5 ) .
Cazuri particulare: 0 = I= numar rational nul; 1 = numarul rational unitate.
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. . a o . . o
e Un numar rational B, a,be N, b0 este natural, daca si numai daca b|a .

e Un numar rational pozitiv si nenul se mai numeste numadr rational strict pozitiv. Multimea
numerelor rationale strict pozitive este:

Q: ={%‘a eN', be N*}

e Opusul numarului rational strict pozitiv este numadrul rational strict negativ. Multimea
numerelor rationale strict negative este:

Q" ~{- e ben’}

-1 -1
o Inversul numarului rational %este notat cu (%] . Deci, (%) :E.

e  Multimea numerelor rationale este: Q = Qi U {O}u Q: .

B.I.3. OPERATII CU NUMERE RATIONALE POZITIVE
Adunarea numerelor rationale pozitive

Adunarea numerelor rationale pozitive se face astfel:
e Daca cele doud numere rationale au acelasi numitor, se adund numaratorii si se pastreaza

numitorul, adica E+E=m+p’ n-0.
n n n
Exemplu: Z+ﬂ=1—1
3 3 3

e Daca numerele rationale au numitori diferiti, se aduc la acelagi numitor comun si se aplica
regula anterioara,

9 4 9 4 45+12 57
Exemplu: —+— 52,392 _fotle of
3 5 3 5) 15 15
Proprietitile adundrii numerelor rationale sunt. comutativitate, asociativitate, element
neutru (0), opus. Suma a doud numere rationale e un numar rational.
Scdderea numerelor rationale pozitive

Scaderea numerelor rationale negative se face astfel:

e Daca cele doua numere rationale au acelasi numitor, se scad numaratorii si se pastreaza

numitorul, adica m—£=m_p, n=0.
n n n
Exemplu: Z_§=E
3 3 3

e Daca numerele rationale au numitori diferiti, se aduc la acelasi numitor comun si se aplica
regula anterioara,
4 4 45-12
Exemplu: 9 459 g4 _45-12_ 33
3 5 3 5 15 15
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Scoaterea intregilor din fractie

. A © g < . a . . . . R
Regula: Pentru a scoate intregii dintr-un numar rational E , Impartim numaratorul la numitor; catul

C reprezinta intregii, iar restul I reprezintd numardtorul partii fractionare.
E,a >b,bz0, a:b=C, rest=r = % = C% =partea fractionara.
Deci, se aplica teorema impartirii cu rest, astfel:

a b-C+r r r

b~ b b b

Aceastd regula se aplica la fractiile supraunitare.

Exemplu: 492 = 353 , deoarece 495:14=35, rest =2.
14 14

Introducerea intregilor in fractie

Regula: agza'Cer, c=0
c c

Exemplu: 52 > 7+2 37
7 7 7

Ordonarea numerelor rationale pozitive

Fie doud numere rationale pozitive % si %, cu a,b,c,deN, b =0, d=0sirelatia de ordine

"<". Avem: %<§,dacé a-d<b-c.
Proprietati:

. . * .a k . .
e Oiricarear fi a,b,k e N , atunci b < b’ dacd si numai dacd a <Kk ;

. i * .a a . .
e Oricarear fi a,b,k e N , atunci B<E’daCé si numai daca b > K.

Relatia de ordine "<" ne permite sd ordonam doua numere rationale. Daca numitorii sunt
aceeasi se procedeaza ca si in cazul anterior, dacd numitorii sunt diferiti trebuie prima datd sa
aducem numerele la acelasi numitor comun, apoi comparam numaratorii, iar fractia mai mica va fi
cea care va avea numaratorul mai mic.

Exemplu: Vrem sa comparam numerele: c si —

10°
c.m.m.m.c (5; 10) = 10
)7 14 .3

—=—s1 —.
5 10 ° 10
Rezulté:i<g.

10 10

Putem utiliza ca relatie de ordonare si ">".

14
Exemplu: — > 3
10 10
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Inmultirea numerelor rationale pozitive

Operatia prin care se obtine produsul a douda numere rationale se numeste inmulire, iar
numerele se numesc factorii produsului.
Inmultirea numerelor rationale pozitive are urmatoarele proprietati: comutativitatea,

. . 11 e g
asociativitatea, elementul neutru, elementul invers a 1_ =, a =0, distributivitatea fatd de adunare,
a
elementul neutru (1), iar produsul a doud numere rationale este tot un numar rational.
Inmultirea a doud numerelor rationale se face prin Inmultirea numaratorilor intre ei,
respectiv a numitorilor Intre ei.

2 4 2-4 8
Exemplu: —-—=——=—
9 5 -5 5

Ridicarea la putere cu exponent numdr natural.

n
Daca a,ne N, beN*,atunci: (Ej =—.
b p"

Reguli de calcul cu puteri

Oricare ar fi numerele naturale m si n, iar a si b doud numere rationale pozitive, atunci:

aM.aN = gMm+n
@m" =

am:a"=am"" daci m>n
(a-b)" =a" -p"

(a:b)" =a" :p"

aozl, a=0, alza

a"=a-a-a-..-a, neN

*

00- nu are sens.
Exemple:

6
JOIRERS

Impirtirea numerelor rationale pozitive

g . g . . N g a
Daci a si b sunt doud numere rationale si b # 0, catul lor se noteaza a:b sau b ; numerele a

. ce A . .oa - . A e e . .
si b se numesc factorii cdatului. Decl, b —a-b7L, Operatia de impdrtire este operatia prin care se

obtine catul a doua numere rationale. Catul a doud numere rationale este tot un numar rational.
4 23 6@ 3

2.
Exemplu: —i—===--—=— =—.
7°3 74 28 14
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Ordinea efectudrii operatiilor cu numere rationale pozitive este aceeasi ca si la numerele
naturale, regulile fiind amintite la paragraful A.l.1.

.4 (.7 20 14 3\ 14 (27 20 14 28\ 14 (27 20 14 25
Exemplu: 2—-| 2 R e e bl [
5 5 (10 63 15 25
_E.(6>§_7)§j_£i_ 4“1
5 7 6 5 42 5.3.14 15

5

Media aritmetica si media aritmetica ponderata a numerelor rationale poZzitive

Fie a si b doud numere rationale pozitive. Media aritmetici este numarul care se obtine
impartind la 2 suma lor:

m _a+b
a2
11
1 1 273 5. 51 5
Exemplu: Media aritmetica a numerelor: — si — este m, = =—12=—-—=—
2 3 2 6 6 2 12

Media aritmeticd a N numere rationale pozitive se obtine impartind suma acestor numere la n.

Fie a;,a9,..,a8,, n numere rationale. Media lor aritmeticd este numarul care se obfine
impartind la n suma lor, adica:
_ap+ap+..+ay
- n

My

. . . 5 .
Exemplu: Media aritmetica a trei numere este 3 Calculati suma numerelor.

aJr—bJrC:§:>a+b+c:5
3 3
Reguli:

e Media aritmetica a doua numere rationale pozitive este mai mica decat cel mai mare dintre
ele si mai mare decat cel mai mic dintre ele, daca cele doud numere sunt diferite si este egala
cu fiecare dintre ele, dacd cele doua numere sunt egale.

e Media aritmetica a mai multor numere rationale este mai mica decat cel mai mare dintre ele
si mai mare decat cel mai mic dintre ele, daca cel putin doua dintre ele sunt diferite.

Daca numerele se repeta, atunci formula mediei aritmetice devine,

:al'p1+a2'p2 +...+an 'pn
P1+P2+...+Pp

Mp

numitd Media aritmeticd ponderata,
unde: aj,ap ...,a, sunt numere raionale pozitive,

P1,P2,..s Pn sunt ponderile numerelor, adicd de cate ori se repetd numerele.

. . 1 .1 . .
Exemplu: Media aritmetica ponderatd a numerelor > s 3 cu ponderile 4 si 6 este:

1 1
—.4+=.6 4
mp :Q:_:OA_
4+6 10

Exemplu: Un elev cumpara 4 caiete cu 1 leu bucata si 10 caiete cu 1,5 lei. Cat a costat in medie un
caiet?
_4-1+10-15 19

mp = =—=76
1+15 2,5
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B.L4. ECUATII IN MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE POZITIVE

Forma generald a unei ecuatii in Q este: a-Xx+b=c,a,b,ceQ,a=0, In care x este
necunoscuta.
Pasii de rezolvare a ecuatiei:
e Se separa termenul care contine necunoscuta, adica: a-X=c—b,
e Calculam diferenta c—b=d;
e Se rescrie ecuatia: a-Xx=d,

N - d o
e Se pune in evidenta factorul x, adica: X = — care este solutia cautata.
a

Exemplu: §—§-x =
4 6

NliEF

1 3
_:>__
4 4

B.L5. EXERCITII SI PROBLEME

1. Efectuati: 22- 1+l+1 :
2 6 8

Rezolvare: 22 L4141 pp. 121443 5, 19 1119 209
26 8 24 24~ 12 12

2. Calculati: 1+2+3+...+100.

n-(n+1) . .
Rezolvare: Se cunoaste ca: 1+2+3+...+n= %, iar in cazul nostru n =100, deci

100-101

1+2+3+..+100= =50-101=5050.
3. Simplificati fractiile:
abc + bca + cab
XYZ +y2X + 2Xy
2n .3n+1+2n+2 .3n
gh g+l gn+2 g2 '
Rezolvare:
abc+bca+cab 111.a+111-b+111.c 11l-(a+b+c) a+b+c

XyZ +yzx +zxy  111-x+111-y+111-z 111 (X +y+2) X+y+z

b)
on .3+l oN+2.3n  oN.3n.3,M.22.3" 2M.3M.(344) 2M".3".7 2N.3n ol

3" 5N+l gN+2 50 g0 gN 5 30 32 50 305N (5.9) 3".57.14 3".5".2 5"

2

X X oy e . *
este reductibild oricarear fi X e N .
2X+4

X% +x  x-(x+1)

2x+4  2-(x+2)

Se observa ci: X -(x +1)este un produs de 2 numere consecutive, prin urmare x - (x +1):2, iar
2-(x+2):2, rezulti ca

4. Aratati ca fractia

Rezolvare:
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2 . (2
X X _X (x+1) se poate simplifica cu 2, deci este reductibild.
2x+4  2-(x+2)

5. Calculati:
a b C
+ + ,
a+b+c a+b+c a+b+c
b) 1_1 1111 111111 11111111

13 1313 131313 13131313
Rezolvare:

a_ b L ¢ _a+b+c
a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c
)1_1 1111 111111 11111111 11 11. 101 11. 10101 11. 1010101 11 44

4=—.
13 1313 131313 13131313 13 13- 101 13- 10101 13-1010101 13 13

a)

a+b+c=0,

a)

. L 3 7
6. Calculati: (X +Yy)+(z+1) stiindcd x+t= Sy S YHzZ=o
Rezolvare: (X+y)+(z+t)=x+y+z+t= 3 7 _9+14 23

33 66 66

7. HeM:{XeQ+

X < 2 si X2> 5—10} . Scrieti cinci elemente ale multimii M.

Rammm:EZZSder£<x£25
50 50 50

5 elemente ale multimii M sunt: i 9 16 17 22

50" 50’ 50 50’ 50

8. Aratati ca: 1 i+ L +i<l.
2 101 102 200
Rezolvare: Din faptul ca
1 1 1 1 1 1
—<—, < : < =
200 101 200 102 200 200

! jo0< t 1t 1 11 1 1

< +..+
200 101 102 200 2 101 102 200

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Din faptul ca —

= —+—+.+—<—-100=1**
101 100" 102 100 200 100 101 102 200 100
Din * gi ** rezulta ca

1 1 1 1
—<—4 -

27101 102 200

*

<1.

9. Calculati: i+ 4 4 +..+ 4 .
-5 5. 9 9-13 2004-2008
) k 1 1
Rezolvare: Se cunoaste relatia: —_—
n-(h+k) n n+k
1 1 1 1 1 2007
o """ 2004 2008 1 2008 2008

In cazul nostru k=4 = }—l

1
155

1
-+
9
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10. Calculati:

1 1 1 1} 10
| -+—+—5+—1|: ;

5 g2 53 54 | 625

[ aN2 4 5
o) |[ L] + 17, (2 (1

2 2 2

Rezolvare:

1 1 1 1) 10 (53+5%2+45+1) 625 125+25+5+1 625 156
Q|+t t— i —= —= ——=——=156

5 52 53 54) 625 54 10 625 10~ 10

JORORGNORES- DR E it

11. Calculati: A = (1—%)

Rezolvare: A= 1—l : 1—1 : 1—l 1—i :EEEE:i
2 3 4 100) 2 3 4 100 100

1£x<4}.
3

Rezolvare: 3(x + %) +4xX =7x +1% = 33X+ g +4X =T7X + g = 0=0, este o relatie adevarata

12. Rezolvati ecuatia 3(X + %j +4x =7X +l% ,in M = {X eQ

pentru orice X din M.

12 102 1002 10002

13. Calculati (B— 2000) , stund ca A=
48 408 4008 40008

1 1 1 1 1 2004
B=1+—+—+..+——+=—+=+..+
2 3 2006 2 3 2005

12 102 1002 10002 1 1 1 1
Rezolvare: A=—+ e e il
48 408 4008 40008 4 4 4 4

1
4
Bot+iilp L 1L 2008 o005 (B—2000AH =52 = 25
23 2005 2 3 2005

=4.—=1

14. Calculati: [1,1(6)+ 1% 0, (3)} : (2 - sz :

3

2
Rezo]vare: 1’1(6)4_110,(3) . Z_E M § E ﬂ: &54_5 ﬂ:%ﬂ:@
4 3 90 4°9]9 90 4|9 180 9 27

15. Aflati valorile lui X € N, astfel incat § < ! < E
5 x 11

3 7 15 105 105 105 15x > 77
Rezolvare: §<_<_ = < < =

= X €1{6;7; 8 9;10; 11}
x 11 175 15x 77 15x <175
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o a .. . 2 .
16. Determinati fractia b stiind cd este echivalentd cu 3 sia+b=10.

Rezolvare:

a_2 {3‘a:2-b {3~a—2-b=0 {3-a—2‘b:0

b 3 - -
atb 10 a+b=10 a+b=10|-2

. a 4(2 2
jar —=— =—
b 6 3

17. Calculati media aritmetica a numerelor:

11 . 1 2 2010
a=—+—+.+——sib="+—+.+—.
2 3 2011 2 3 2011

11 1 1 2 2010

= =
2-a+2-b=20 b=10-a

a+b PR T TR R 2011 1+1+1+..+1 2010

Rezolvare: m, =
2 2

1 . .
18. Calculati media ponderata a numerelor: 1, (3) si 25 cu ponderile 6, respectiv 3.

1, 12 . 7
1,(3)-6+2§~3 5-6+§-3_8+7_15(3

5
Rezolvare: mp = = = ==
3

6+3 9 9 9

19. Determinati numerele rationale necunoscute:
5

a) —:x=10;
7

oy 3X L _11
3 3 '3

Rezolvare:

a) 2ix=10> > =105 x= > =~
7 7X 70 14

b) gX T 1 90X T 4 _g.x 7-4=x=2.
3 3 3 3 3

20. Rezolvati ecuatia: x+1 + 2x+6 = $x+21 .

3 5

Rezolvare:

X+1 2x+6_3x+21 15-(x+1)+10-(2x+6) _6-(3x+21)
2 3 5 30 30

15-(x +1)+10-(2x +6) = 6-(3x + 21)
15X +15+20x +60-18x —126=0
17x =126-75

17x =51

X=3

33
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C.I. RAPOARTE SI PROPORTII

C.1.1. RAPOARTE
Raportul

. o . - .
Raportul a doua numere a si b cu b # 0Qeste catul a:b si se noteaza . Numerele a si b se

numesc termenii raportului.
Observatii:
e Dacid marimile au aceleasi unitati de masura, ele se vor simplifica si astfel raportul nu va
avea unitate de masura;
Exemplu: Daca dorim sé calculam raportul dintre doi timpi, t; =10s si t, =4s, vom avea

10s 10 5 . N

—— ==—=—deci s = secunda s-a simplificat.

4s 4 2

e Daca marimile nu au aceleasi unitati de masura, ele nu se vor simplifica si astfel raportul va
avea unitate de masura,

m . . . . . . < o
Exemplu: p = IVE densitatea este raportul dintre masa si volumul unui corp si are unitate de masura

kg
P =l
bl =12

Probabilitate

Putem asocia unui eveniment un numar, asa-zisa probabilitate a sa. Probabilitatea unui
eveniment A este un numir notat P(A)e [0,1] care reprezinti sansa pe care o are evenimentul de a
se produce. Dacd un experiment aleator are un numar finit de realizari si acestea au sanse egale de
a se realiza, atunci se defineste probabilitatea unui eveniment P(E) ca fiind raportul dintre numarul
cazurilor favorabile si numarul cazurilor posibile:

_nr. cazurilor favorabile
~ nr.cazurilor posibile

Exemplu: La aruncarea unui zar, avem sase realizari posibile, adica aparitia fetei cu numarul 1,

2, 3, 4, 5, 6. Probabilitatea de aparifie a unei fete cu numar par este Pp(A)=g=O,5€[O,1],

deoarece evenimentul de aparifie a unei fete cu numar par este: A = {2, 4, 6}.

Titlul unui aliaj
Titlul unui aliaj este raportul dintre masa metalului pretios si masa aliajului:

-1
M
. : . . m 614
Exemplu: Un aliaj contine 614 g de aur si 1000 g de cupru. Rezulta ca T = M 1000 =0,614.

Scara unui desen
Scara unui desen este raportul dintre distanta din desen si distanta din teren.

Concentratia unei solutii

Concentratia unei solutii este raportul dintre masa substantei care se dizolva si masa
solutiei.
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C.1.2. PROCENTE

Procent

P

m(p €Q, p>0). Se mai scrie p% si

Se numeste raport procentual un raport de forma
citeste p la sutd sau p procente.

Exemplu: E =17%, citim 17 la suta.
100

Aflarea a p% dintr-un numar

Pentru a calcula p% dintr-un numar a scriem: a - % .
Exemplu: 15% din 60 este: 60~£ = 900 =9
100 100

Aflarea unui numdr cind cunoastem p% din el

Daca p% dintr-un numdr necunoscut x este b, atunci scriem % X=b=x= prOO .
Exemplu: 18% din x este 90. Rezulta ca % X=90,= X = 90-100 _ 5.
Calculul raportului procentual
Raportul % =p= % = (100p)% a fost scris sub forma unui raport procentual.
Exemplu: 122—55 =0,2= % = % = 20%, adica 20% din 125 este 25.

C.1.3. PROPORTII
Proportie

; 5 . - o .. a ¢C .
Egalitatea a doud rapoarte se numeste proportie. Data fiind proportia b = 4 numim a, b, c,
d termenii proportiei, a si d extremii proportiei , iar b si ¢ mezii proportiei.
Produsul extremilor este egal cu produsul mezilor, in orice proportie, adici a-d=Db-c.

Exemplu: %z%:>10~18:30~6 =180

Aflarea unui termen necunoscut al unei proportii

Mezull- Mezul 2 Mezull- Mezul 2
Extremull = sau Extremul 2 =
Extremul1l Mezul 2 Extremul 2 Extremul1
= =
Mezull Extremul 2 Extremul1. Extremul 2 Extremull1. Extremul 2
Mezull= sau Mezul 2 =
Mezul 2 Mezull
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Exemple:

X 7 7-2 14
[ ] —:—:X:—:—;
2 3 3 3
2 9 2-4 8
[ —=—:>X:—=—;
X 4 9 9
12 x 12.6 72
5 6 5 5
2 13 13-5 65
[ ] —:—:)X:—:—.
5 X 2 2

Proportii derivate

. .a C . .
Data fiind proportia E = a, a0, b#0,c#0, d=0,din ea se pot obtine:
e Proportii derivate cu aceiagi termeni:

. . o a .a b

= prin schimbarea mezilor intre ei: — = a ,
C

. ) o .d ¢

= prin schimbarea extremilor intre ei: —=—,
a

b

: . b
* inversand rapoartele: —=—.
a ¢C

e Proportii derivate cu termeni schimbati, prin efectuarea dintre suma (diferenta)
numaratorilor si suma (diferenta) numitorilor; va rezulta un raport egal cu fiecare dintre cele
doua rapoarte ale proportiei date.

a_at+c, a ¢ a_a-c a-b_c-d
b b+d a+d c+d' b b-d b d

Sir de rapoarte egale

X1 X X X )
2172 _73_  =7N esteun sir de rapoarte egale.
ap az ag an

Intr-un sir de rapoarte egale fiecare raport este egal cu raportul dintre suma numdritorilor si
suma numitorilor, adica:

ﬂ_x_z_x_:; _X_n_X1+X2+Xn+...+Xn
a; ap, asg ap ay+ap+a,+..+an
o o X vy z .. ..
Exemplu: Dorim s aflam X, y, z din sirul de rapoarte §=1—1=§,stund cA X+y+z=75.
X _3
- 5 x=15
5 11 9 5+411+9 25 11
7 z2=27
f_-3
9
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C.1.4. EXERCITII SI PROBLEME

1. Raportul dintre diametrul Lunii si diametrul Pamantului este T Raportul dintre diametrul

Soarelui si diametrul Pamantului este %8 Aflati raportul dintre diametrul Lunii si diametrul

Soarelui.

Rezolvare: Notam: diametrul Lunii = d,
diametrul Soarelui = ds,
diametrul Pamantului = dp.

d . _3 4, =3dp 3-dp

dp 11 _ L= O 11 3dp 13 1
ds 108 108-dp ~dg 108-dp 11 108-dp 1188 396
— = dg = imbbutihel il

dp 1 1 1

2. Calculati valoarea raportului dintre : 26 m si 13 km.
26m 26m

Rezolvare: = =0,002.
13km 13000m

3. Intr-un vas se afla o solutie de sare in apa. Masa solutiei este de 140 g, iar cea a sirii este de
9,6 g. Care este concentratia solugiei?

Rezolvare: Concentratia = masa substantei : masa solutiel = % =0,0685.
g

4. Numarul a este de 3 ori mai mare decat numarul b si % din numarul c. Aflati:
a) raportul dintre a si b;
b) raportul dintre 3 si %;

Rezolvare:

3
Cunoastem ca 1
4

1
4

5. Lungimea unui teren dreptunghiular este de 20 m si latimea de 10 m. Calculati raportul
dintre lungimea si latimea terenului si invers, dintre latimea si lungimea terenului.
Rezolvare: Notam L = lungimea terenului, 1 = latimea terenului.
L 20m _ 10m 1

|
|- 1om YL 20m 2
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6. Intr-o cutie sunt 4 bile albe si 6 bile negre. Care este probabilitatea de a extrage o bild alba?
Dar o bila neagra? Dar o bild neagra?

Rezolvare:
e probabilitatea de a extrage o bild albd = P,(A)= % =0,4,
e probabilitatea de a extrage o bila neagrd =P, (A)= % =0,6,
e probabilitatea de a extrage o bila rosie = P (A)= % =0.

7. Care este probabilitatea ca aruncand doud zaruri sa obtinem o dubla?
Rezolvare: Numarul cazurilor posibile sunt 6-6 =36
Pentru a obtine dubla avem 6 cazuri: {(1;1);(2;2);(3;3);(4;4),(5,5),(6:6)}.
Deci, probabilitatea ca aruncand doua zaruri si obginem o dubla este: Py (A)= % =

ol

8. Setopesc la unloc 20 g de aliaj cu titlul 0,825, 15 g aliaj cu titlul de 0,620 si 12 g aliaj cu
titlul 0,900. Ce titlu va avea noul aliaj?
Rezolvare: Masa aliajului este M =20+15+12=47g.

Masa primului metal: m; =T, -M; =20-0,825=16,59.

Masa celui de-al doilea metal: m, =T, -Mo =15.0,62=9,39.

Masa celui de-al treilea metal: mg =T3-M3 =12-0,900=10,8g9.

my+my+mgz 36,6
M 47

Titlul noul aliaj este: T = =0,778.

9. Intr-un top de hartie sunt 25 de coli de matematica, 15 coli de dictando si 20 de coli albe.
Care este probabilitatea ca extragand la intamplare o coald ea sa fie alba?
Rezolvare:
20 201

Probabilitatea ca extragand la intdmplare o coald alba este: Py (A) —_—
25+15+20 60 3
10. Scara unui desen este 1:500.Care este distanta pe desen ce reprezinta distanta reala de 12m?
Rezolvare: S = distanta din desen / distanta din teren = dgy/d;
1 dd - 12

dg = —— =0,024m
500 12 500

11. Aflati un numar stiind ca:
a) 18%din el este 120;
b) 23% din el este 2400.

Rezolvare: —P—.x=b=> X = %

a) E x=120= _120-100 12000_ 666,66-
100 18 18

b) E 2400 x . 2400100 240000 0
100 23 23
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12. 85% din elevii unei scoli participa la un concurs. Cati elevi are scoala, daca la concurs au
participat 1700 de elevi?
Rezolvare: Notez cu x numarul total de elevi ai scolii.

85 x=1700= _ 1700-100 170000—2000e|evi
100 85 85

13. Un kilogram de portocale costa 2,5 farda TVA, iar cu TVA costa 2,95 lei. Cat la suta
reprezintd TVA?
Rezolvare: Valoarea TVA este 2,95 - 2,5 =0,45 lei.

Val TVA = M =18%

14. Suma a patru numere este 345. Aflati numerele stiind ca al doilea este 80% din primul, al
treilea este 75% din al doilea, iar al patrulea este 60% din al treilea.
Rezolvare: Fie a, b, ¢ si d cele 4 numere.

a+b+c+d=345 [a+b+c+d=345
b= 80 b 80
100 100
75 = 75 75 80
100 100 100 100
60 60 60 75 80
d=—.¢ d= .C= . . -a
100 100 100 100 100
Din a+b+c+d =345, prin inlocuire rezulta:
80 75 80 60 75 80 80 75 80 60 75 80
a+ -a+ . -a+ . . -a=2345 a-|1+
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
80
- 100
_ 75 75 80 75 75 80
100 100 100 __100. 100 100
60 60 75 80 60 60 75 80
d= .C= . . -a d= .C=
100 100 100 100 100 100 lOO 100
a-@—345 M a=125
100 276 80
_80 ., b= -125=100
100
= 75 :
75 75 80 c=——--100=75
100 100 100 60
60 60 75 80 d=—-75=45
d=—.c= .. 100
100 100 100 100

15. Stabiliti, daca perechea de numere % si g poate forma o proportie.

Rezolvare: Calculam 3-9=27si 7-5=35, cum produsul mezilor nu este egal cu produsul
extremilor, perechea de numere date nu poate forma o proportie.
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16. O banca oferd o dobanda de 11% pe an. Ce suma primeste o persoand care depune la banca
o suma de 2000 lei pentru 3 luni?

Rezolvare: % -2000= 2201ei/an, iar anul are 4 semestre,

deci la 3 Iuni primeste: 220:4 =55]ei.

2
(2,5—12)
17. Aflagi x din: ~~ =~ %/

)2
(2’5_13] 5 2% 5 25 5)?
Rezolvare: i=—:>ﬂx:1,2.(2,5_1_j :>_x=1,2.(___j

24

5 75-50)° 5 52 5 25 25.24 10
= = = =" =X= =X
24" 36 36-5 3

24 30
1990 1989 1998 499
18. Se da numarul a =2 -2 -2 . Aflati x din proportia: — = 055

Rezolvare: a = 21990 _ 1989 _ 51998 _ 51998 (4 5_1)_ 199

a __4993

AT 2 01986 L1 1088 1986 _ 51986 _, 51986 _ o 4
x 025 100 4

19. Aflati numerele a, b, ¢, stiind ca 2—; = % = ¢ sia+b+c=119.

Rezolvare:

a=—k
2

Fie 2230 _5C_\ b=§k:>gk+§k+gk=119:>45k+530(t(+24k=119:>k=30,

c=—-KkK
5

Deci: a=45,b=50;c=24.

X+y+z+t
a+b+c+d’

20. Seda

=100. Calculati 10° —

o | X
o<

O |~

Rezolvare:

:E:£_x+y+z+t —100:>X+y+z+t
c

. X
Se stieca — = = =
a d a+b+c+d a+b+c+d

o<

=100

Deci,
103_x+y+z+t

—10% 102 =1000-100 = 900.
a+b+c+d
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I ARITMETICA, ALGEBRA - semestrul II

D.I. MARIMI PROPORTIONALE

D.L.1. MARIMI DIRECT PROPORTIONALE

Doud marimi y si x sunt direct proportionale atunci cand depind una de alta, astfel incat,
dacd una se mareste (se micsoreazd) de un numar de ori si cealaltd se mareste (se micsoreaza) de
acelasi numar de ori, adici y=k-x,k=0. Numerele aj,as,..a, (n>2) sunt direct
proportionale respectiv cu numerele bq,b,,...,b,, daca existd un numar Kk, nenul, astfel incat
a; =k-by, ap =k-by,...,a, =k-bp, numarul k numindu-se coeficient de proportionalitate.

Observatii:
e Pentru k=1 avem a; =bq, ap =by,..,a, =by;
e Dacd numerele bq,b;,...,b,nu sunt nule, atunci definitia se reduce la un sir de rapoarte

_ap  _ap

.4
egale: —= =
by by by
Regula de trei simplai
Exemplu: Din 45 1 de lapte se obtin 4,5 kg de unt. Ce cantitate de unt se obtine din 120 1 de lapte?
Se foloseste urmatoarea asezare:

d
451delapte ....ccvvnnnnn.... 4,5 kg de unt
120 1 de lapte x kg de unt

Se compara marimea necunoscuta cu cealalta marime, deasupra careia scriem d si astfel punem in
evidenta cd marimea necunoscutd e direct proportionald cu cealaltd marime. Necunoscuta se obfine
inmultind numarul corespunzator lui x cu numarul in diagonala cu el si impartind la numarul ramas.

ﬁ=ﬁjx - 4’5'120=12kgdeunt
120 X

D.L.2. MARIMI INVERS PROPORTIONALE

Doud marimi y si x# 0 sunt invers proportionale atunci cand depind una de alta, astfel
incat, daca una se mareste (se micsoreaza) de un numar de ori, atunci cealaltd se micsoreaza (se

. 5 C 1 .
mareste) de acelasi numar de ori, adica y=Kk-—, k= 0. Numerele a;,as,...,ap (n > 2) sunt invers
X

proportionale respectiv cu numerele by,b,,...,b,,daca a;-by =a,-by =...=a, -b,.

Observatie: Daci numerele by,b,,..,b,nu sunt nule, atunci numerele aj,a,,..,a, (n>2) sunt

. . . . a a a
invers proportionale respectiv cu numerele bq,bs,..., by, daca: Tl = Tz =.= Tn )
by b, by

Regula de trei simplai
Exemplu: 4 robinete umplu un rezervor in 9 ore. In céat timp vor umple 12 robinete acelasi rezervor,
presupunand ca toate robinetele au acelasi debit?

P » I
<« >

drobinete......coovvviiiiiiiiiiiiii... 9 ore
12 robinete.......oovvvveneneiiininn... X ore
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Deoarece timpul , adicad necunoscuta, este invers proportionala cu numarul de robinete, deasupra
scriem i. Necunoscuta se obtine inmultind numarul corespunzator lui x cu numarul de pe aceeasi
linie cu el si impartind produsul la numérul ramas:

x:4—'9:3 ore.
12

D.1.3. EXERCITII SI PROBLEME

1. Numerele naturale x, y, z sunt direct proportionale cu 0,1; 0,2; 0,3, iar 3x+2y+5z=110.

Aflati x, y, z.
Rezolvare:
x:i~k
10
i:l:i:k: y:i-k:>3-i'k+2-£.k+5.i-k:110:>22k:1100:>k:50
i E 3 10 10 10 10
10 10 10 3
z=—-k
10
X=5
=1y =10.
z=15

2. 25 mde panza costd 175 de lei. Cat costd 57 m de panza de acelasi fel?
Rezolvare:

d
25M. 175 lei
LY 1 | T x let

X = ST-175 _ 399 lei.

3. Aflati numerele x, y, z stiind ca sunt direct proportionale cu 2, 5, 7 si ca produsul lor este
560.

Rezolvare:

X =2k
X_Y_Z_ ly=sk x=4
2 5 7 =157k =.y=10
X-y-z=560 z=14

2k -5k -7k =560 = 70k3 =560=> k3 =23 = k=2

4. Determinati numerele a, b, ce Q stiind ca sunt invers proportionale cu 2, 5, 6 si a-b=15.
Rezolvare:

azi-k
; 2
a C
a_r_~_ 1 a=25
1=1-1°K |b=2-k
2 3 6 1 50 25
6 6 3
a—b=15:>%—%=15:>k=50
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5. O pompa de benzina dispune de o rezerva care ii ajunge 36 de zile, daca vinde zilnic 1200 I.
Cat timp 1i ajunge rezerva, daca zilnic se vand 600 I?

Rezolvare:
i
36zile. oo 12001
) U 600 |
= 36-1200 =72zile
600

3a2 — 2ab + 4b?
2a2 +3ab + b2

6. Stiind ca numerele a si b sunt direct proportionale cu 2 si 3, calculati:

Rezolvare:

a b a=2k . . .
—=—=k=> , rezultd expresia devine:
2 3 b =3k

3a® —2ab+4b® 3-4k”-2-2k-3k+4-9k* 36k* 36
2a®+3ab+b?  2.4k?+3.2k-3k+9k> 35> 35

7. Fie numerele a,b, c, d, e, astfel incat a, b, ¢ sunt direct proportionale cu oK , 2k+l, gk+2 ,lar

¢, d, e sunt invers proportionale cu aceleasi nume k € N*).

. 0,2a +0,04b + 0,01c + 0,003d + 0,055%
Calculati: E = :

c—2a
Rezolvare:
a=m-2k
b=2m-2K
a b ¢ c=4m - 2K
2_k_2k+1_2k+2_m n
c d o :><C——2k
L v _
1 1 1 n
Sk ok+l k+2 d= ——
2k 2 2 5. oK
e—_ "N
L 4.2k
k
c=4m-2 K
—2m-2
=7k e=m-2
ok
Remlis: £ < 02-M-2% +0,04-2m-2X +0,01-4m- 2% +0,003- 2m - 2 + 0,0555- m - 2
4m-2K —om. 2K
k
£ _M-2“-(0,2+0,008+0,04+0,006+0,0555) _ 0,3095 _ 015475

2m- 2K
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8. Calculati trei numere X, y, z a caror suma este S, stiind ca x si y sunt direct proportionale cu

1/3 51 1/6, iar y si z sunt invers proportionale cu 15 s1 9. Care este cea mai mica suma S pentru care
X, Y, z sa fie numere naturale?

Rezolvare:
X_y XZ% y _z y:1ﬂs
Din I:I:k: _k' iar din I:I:q: _a .
3 6 =% 15 9 )
Avem y:E:i q_%_%
6 15 6 2
x:§S
7
S=K+E+E=E+E+%=Ekzzk:>k:gS:> y:i _3
3 6 9 3 6 18 18 9 7 42 14
Z:ES
14

Pentru ca X,Y,Z € N = Spinim =14.

9. Aflati a si b direct proportionale cu 2 si 3, stiind ca c.m.m.m.c. =36.

Rezolvare:

a=2k =12
Ezgzk: =>k=6=> X )
2 3 b =3k y=18

10. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢ (0 <a<bx< C) si de N, stiind cd a, b, ¢ sunt
direct proportionale cu 3, 4 si d, iar 3a +4b-+dc <50.

Rezolvare:

a=3-k
a_b_¢ v lpoax
3 4 d ook
9-k-+16-k+0d2 -k <50=> 25k +d? -k <50 = k-(25+d? )< 50
k< S0 =k< 50 <@=2

25+d°2 25+d%2 25

k<2=k=1.
Rezulta:
a=3
b=4
c=d

9+16+dc<50=dc<25=c? <25=¢c=5
c=d=5
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E.I. NUMERE INTREGI

E.l.1. CONSIDERATII GENERALE PRIVIND NUMERELE INTREGI. REPREZENTAREA
NUMERELOR INTREGI PE AXA SI INTR-UN SISTEM DE AXE ORTOGONALE

Se numeste numdr intreg numarul natural 0 sau orice numar natural diferit de 0 precedat fie
de semnul “+”, fie de semnul “-*.

Observatii:
e  Multimea numerelor intregi se noteaza cu Z,

e  Multimea numerelor intregi pozitive este o submultfime a lui Z, notata Zi = {+ l;+2;+3;...};
o Multimea numerelor intregi negative este o submultime a lui Z, notata Zi = {—];—2;—3;...};
o Avem: Z=Z  UloluZ;;

o« Z =27/}

e  Multimea numerelor intregi nenegative este: {0;+1;+2;+3;...} :

e  Opusul unui numdar intreg diferit de zero0 este acel numar intreg care se obtine din numarul
intreg considerat prin schimbarea semnului acestuia. Opusul numarului intreg 0 este numarul
intreg 0.

Exemple: Opusul numarului 10 este -10

Opusul numarului -5 este 5.
Se scrie: -(-16) = 16.

Reprezentarea pe axd a numerelor intregi

Numerele pot fi reprezentate pe axa numerelor care este o dreapta pe care se fixeaza
originea, un sens pozitiv si o unitate de masura.

-7 6 5-4-3 -2-1 0 +1+42 +3 +4 +5 +6 +7

v

Exemplu: —4<-1: 2>-3.

Reprezentarea intr-un sistem de axe ortogonale a punctelor cu coordonate intregi

Sistem de axe ortogonale = figura formata din doud axe a numerelor, care sunt perpendiculare.
“}-" B

axa Ox — axa absciselor

axa Oy — axa ordonatelor

O — originea sistemului

Asociem fiecarei perechi de numere intregi (a,b) un punct in plan obtinut astfel:
e pe axa Ox reprezentam punctul P’ de coordonata a;
e peaxa Oy reprezentam punctul P*> de coordonata b;
e prin punctul P’ ducem o paralela la axa Qy, iar prin punctul P’ ducem o paralela la axa OX;
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e laintersectia paralelelor este punctul P (a,b).
Citim: punctul P de abscisa a si ordonata b.

p | b .P(a’b)

Produsul cartezian a doud multimi A si B

AxB={a,b)|acAsibeB|

Daca A si B sunt multimi de numere intregi, atunci AxBc ZxZ.

Exemplu: A={-2;2} si B={-3;0;1}.
AxB={-2-3),(-2,0),(-2:1).(2:-3),(2,0),(2:1)} .
Reprezentarea punctelor intr-un sistem de axe ortogonale este:

4 Y
13
12
p——1l——%
|
| - ' & » X
32 -1 o 1 2 3
I 4 -1 |
| |
4.2
| |
b— — 13 _ 3

E.L2. MODULUL UNUI NUMAR INTREG

Modulul sau valoarea absoluti a unui numdr intreg pozitiv este acel numar; modulul
numadarului intreg 0 este 0; modulul unui numar intreg negativ este opusul acelui numdr.

z, pentruz>0
Aceste afirmatii se pot scrie astfel: |Z| =40, pentruz=0.
—2Z, pentru z<0

46



Exemple: |+15=+15; [0|=0; |-7|=—(-7) =+7

Exemplu: Determinati cardinalul multimii: A = {X e”Zsi |X| < 3}.
Rezultd cd A = {~3-2,-10;+L+2;+3} =card A=7.

Exemplu: [ <0=x=0.

Proprietati:

Modulul oricarui numar intreg nenul este mai mare decat zero: |Z| >0, Vze Z*;

Modulul unui numar intreg este egal cu zero, daca si numai dacd numarul este egal cu
zero: |z]=0<z=0;

Modulul oricarui numar intreg este un numar natural: |Z| eN,vVzeZ,

Doua numere opuse au module egale: |Z| = |— Z|, VzelZ;

Daca o suma de module este egald cu zero, atunci fiecare modul este egal cu zero:
Daci |z9]+|zo|+...+|zn| =0, atunci [z]=0, |z5|=0,...,]z4| =0.

-16(=16>0; [10=10>0;
x—4=0<x-4=0,deci x=4;

|-25=25eN;;

|-15/=[15/=15;
X—2|+[2x-4=0=>%x-2=0,2x-4=0=>x=2.

Ordonarea numerelor intregi

aeZ_=a<0

aeZ, =a>0

aeZ_sibeZ, =>a<b

acZ, ,beZ, sila<bj=a<b
aeZ_,beZ_si |a|<|b|:>a>b

Exemplu: |5 <[10|=5<10; |[-8<]-9 = -8>-9.

Exemplu: Se cere ordonarea crescatoare a numerelor: —|—7}; |- 201]|O; —[5; -4

—|-7|=-7

-2011° =1

-5 =-5

-4=4

Ordonarea crescitoare: —|-7|, —[| , |- 201]10, - 4].
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E.L3. OPERATII CU NUMERE INTREGI
Adunarea numerelor intregi

Adunarea numerelor intregi se defineste cu ajutorul operatiei de adunare a numerelor
naturale.
Se numeste suma a doud numere intregi diferite de zero un numar intreg care este:
e suma modulelor celor doua numere intregi precedatd de semnul “+”, daca cele doud numere
intregi sunt pozitive;
Exemplu: (+3)+(+5)=+8.
e suma modulelor celor doua numere intregi precedata de semnul “-”, daca cele douda numere
intregi sunt negative;
Exemplu: (-7)+(-3)=-10.
e diferenta modulelor celor doua numere intregi precedata de semnul numarului cu modulul
mai mare, daca cele doud numere intregi au semne diferite s1 module diferite;
Exemple: (2)+(=7)=-5; 10+(—6)=4; — 25+ (+55) = +30.
o numarul intreg 0, daca cele doud numere intregi au semne diferite si module egale.
Exemple: 6+(—6)=0;0+0=0; -9+9=0.

Proprietitile adundrii numerelor intregi:
e comutativitatea: Va,beZ, a+b=Db+a;

e asociativitatea: Va,b,ceZ, (a+b)+c=a+(b+c);
e elementul neutru la adunare este 0: Vae Z,30eZ,al. a+0=0+a=a;
e opusul numarului aeste -a: Vae Z, 3—aeZ al. a+ (— a) =0.

Scaderea numerelor intregi

Daca a si b sunt numere intregi, se considera: a-b=a+(-b), a-b numindu-se diferenta dintre a
sib.
Altfel, diferenta dintre a si b este suma dintre a si opusul lui b.

Exemplu: 29-10=29+(-10)= +19

Observatii:
e semnul “+” in fata unei paranteze nu schimba semnul numarului din paranteza.
Exemple: +(=5)=-5; +(-3-4)=+(-7)=-7.

Py

e semnul “-” in fata unei paranteze schimba semnul numarului din paranteza, obtindndu-se
opusul numarului.
Exemple: —(~10)=+10; —(~3+9)=—6.

Observatie: Adunarea si scaderea numerelor intregi sunt operatii de ordinul intai.
Inmultirea numerelor intregi
Produsul a doua numere intregi a si b, numite factorii produsului, este un numar intreg,
notat a-b care:

e are semnul “+” , daca cei doi factori au acelasi semn, adica daca a>0 si b>0 sau a<0 si b<0,
atunci a-b=|a|-|b|;
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e are semnul “-”, daca cei doi factori au semne diferite, adica daca a>0 si b<0 sau a<0 si b>0,

atunci a-b=—a|-|b|;
e esteegal cu0,adicd a-b=0, daca a=0 sau b=0.

Exemple:
o 2.5=10; (-7)-(-3)=+21;
e 3.(-5)=-15 (-4)-2=-8;
e 0-5=0;(-3)-0=0.

Regula semnelor sintetizatd tabelar
+ -

+ +
- +

Reguli de calcul:
e VaeZ a-0=0-a=0;
)

Proprietditile inmultirii numerelor intregi:
e comutativitatea: Va,be Z, a-b=Db-a;
e asociativitatea: Va,b,ceZ, (a-b)-c=a-(b-c);
e distributivitatea Tnmultirii fatd de adunare si scadere: Va,b,ce Z, a- (b + C) =a-b+a-c;

e elementul neutru la inmultire este 1: Vae Z,31eZ, al. a-1=1-a=a.

Proprietati:
e Va,b,ceZ,daca a=b,atunci a-c=b-c;

e VabceZ,dacac#0sia-c=Db-c,atunci a=b;

e Va,bceZ,dacia=bsic=d,atuncia-c=Db-c;
Daca intr-un produs de numere intregi numarul factorilor negativi este impar, atunci

[
produsul este negativ, iar daca numarul factorilor negativi este par, atunci produsul este

pozitiv;

Exemple:
o (D) (D) (-1)=-1;
2011 factori
o (-1)-(-2)-..-(~1)=+1.

1000 factori

Factor comun

Exemple:
o 16-47-16-46-16-(+1)=16-(47-46-1)=16-0=0;

2008+ 2009- 2008—2011- 2008 = 2008- (1 + 2009) — 2011 2008 =
=2008-2010-2011-2008= 2008-(2010—2011) = 2008- (~1) = —2008;
e Daci ab+ac=15si b+c=5 =a-(b+c)=15=5-a=15=>a=3.
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Impartirea numerelor intregi

. . N . . a < <
Daciasib €Z si b=#0, catul dintre a si b, notat a:b sau b este un numar c € Z, daca

exista, pentru care a =b-c. Numarul a se numeste deimpartit, iar b impartitor.
Impartirea numerelor intregi este operatia prin care se obtine catul a douda numere intregi.

Regula semnelor sintetizatd tabelar

: + -
+ + -
= - +
Exemple:ﬁ:3;_—25=—5;_—36= ;4_8:_8
8 5 -4 -6

Observatii:
. a
e VaeZ,operatia 0 nu are sens;

e Vab,cdeZ al.a=b,c=d, c=0,d=0siexistd citul dintre a si ¢, respectiv b si d,
atunci a:c=b:d.

Observatie. Inmultirea si impdrtirea numerelor intregi sunt operatii de ordinul al doilea.
Daca avem intr-un exercitiu inmultivi si impartiri, ele se efectueaza in ordinea scrisd.

Exemplu: [-2-(=3)-(=7)]: (-2)= (- 42): (-2)=21.
Puterea unui numar intreg cu exponent natural

DaciacZ si neN, n>2, atunci puterea n a lui a este: a”" =a-a-a-...-a , in care a se
%/_/
n factori
numeste bazd, iar n se numeste exponent.
Prin definitie:
e a° =1 a=#0

[ alza

° 00- nu are sens.

Proprietate:
n
a’, pentrun=2k, keN

—a", pentru n=2k+1, keN
Pentru a=1, obtinem:
_1)n B 1, pentru n =2k, ke N
( _{—1, pentru n =2k +1, k e N

Exemple:
o (-2)*=2%=16;
o 20=1;

o (110410 =_141-0;
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Reguli de calcul cu puteri

Oricarearfimsin e N,iarasib e Z, atunci:
e aM.g" —gm+n
° (am)n =
e aM:a"=am"
e (a-b)"=a".p"
e (a:b)"=a":p"
Exemple:

° (_ 2)3 .(_ 2)2 _ (_ 2)3+2 _ (_ 2)5;
- T e

13%:132 =13%;

[(-2)-7P =(-2P -7

(11:2)" =11": 27,

Ordinea efectuarii operatiilor si folosirea parantezelor

Intr-un sir de operatii cu numere intregi se efectueaza operatiile de ordinul trei, apoi doi,
apoi intai, in ordinea in care apar.

In exercitiile in care apar paranteze se efectueaza mai intai calculele din parantezele rotunde,
apoi dintre cele patrate, apoi cele dintre acolade.

Exemple:
o 8%:(-4f+(-2):(-2° =222 (-2):11=1
o {{4500:(~100)-90:2—(-90)]:1996}- 25 = {[- 45— 45— ( 90)]:1996}-25=0.

Multimea multiplilor unui numar intreg

Numarul intreg a este multiplul numarului intreg nenul b (a se divide la b), daca exista un
numar intreg c, astfel incita=b - c.

Se mai spune ci b este divizorul lui a si se folosesc notatiile: a: b (citim a se divide la b sau a
este divizibil cu b).

Se utilizeaza notatia:
My = {...,—3&; —2a;—a;0;+a;+2a;+ 3a;...} - multimea multiplilor numarului a.

Exemple:
e -36:9, deoarece 3—4 € Z, astfel incat —36=9-(-4);
e Mulfimea multiplilor intregi ai numarului +3 este:
Mg ={..,-12,—9;,—6;,-3,0;+ 3;+ 6;+ 9;+12,...}

Fie a si b doud numere intregi. Un numar intreg m se numeste cel mai mic multiplu comun
(notat c.m.m.m.c (a,b) = [a, b]) al numerelor a si b, daca:

e m este multiplu comun al lui a si b (m:a, m:b);

e orice alt multiplu comun m* al lui a si b este multiplu al lui m ( adici m*:a si m*:b =
m*:m).
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Observatii:
e Numadrul intreg 0 este multiplul oricarui numar intreg;
e Orice numadr Intreg este multiplu al numerelor -1 si +1;

o [ab]=]af;|b]].

Exemplu: [-24; 48] =[24; 48]
24=23.3; 48=2%.3
Rezulta: [24; 48]=2%.3=48

Multimea divizorilor unui numar intreg

Un numar intreg a, a # 0, divide numarul intreg b, daca exista un numar intreg c, astfel
incaitb=a- c.
Notim a | b si se citeste a divide pe b sau a este divizor al lui b.
Uneori se foloseste si notatia b:a care se citeste b este divizibil cu a sau b se divide cu a sau b este
multiplu a lui a.

Se utilizeaza notatia: D, - multimea divizorilor numarului a.

Exemple:
o - 4|36 , deoarece exista —9e Z, astfel incat 36 = (—4)-(-9),
e Multimea divizorilor intregi ai lui 6 sunt: Dg = {— 6,-3-2-112,3 6}.
¢ Multimea divizorilor intregi ai lui -25 sunt: D_,s = {~ 25,-5,-1;1;5; 25}

Proprietati:
e Oricare ar fi numarul intreg a, atunci a | a;
e Oricare ar fi numarul intreg a, atunci a | 0sil | a;
e Oricare ar fi numarul intreg a, daci a | lsia | (-1), atunci a=+ 1,
e Oricare ar fi numerele intregi a si b, daci a|bsib|a,atuncia=+ b;
e Oricare ar fi numerele intregi a, b, c
o dacia|bsialc,atuncia|b-c;
o dacaal|bsialc,atuncia|(b+c) sial(b-c);
o daciale, blesi(ab)=1,atunciab |c.

Un numar intreg ¢ se numeste divizor comun al numerelor intregi a si b, daca ¢ | asic | b.
Un numar intreg d se numeste cel mai mare divizor comun al numerelor a si b (notat
c.m.m.d.c (a,b) = (a, b)), daca:
o destedivizor comunal luiasib(d|asid|b);

o orice alt divizor comun d* al lui a si b divide neaparat pe d ( adici d* | a si d*|b =d’|d).

Observatii:
o (aib)=(a} |o);

e Existd douda numere intregi intotdeauna care au proprietatea c.m.m.d.c al numerelor a si b.
Aceste numere sunt egale in modul si de semn contrar. Cel pozitiv se noteaza (a; b).

Exemple:
o (—24;48)=(24; 48); 24=2%.3; 48=2%.3 Rezulta: (24; 48)=2%.3=24;
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e Multimea divizorilor intregi ai numarului 16 sunt: Dyg = {il; +2:+4:48; i16} ;

e Multimea divizorilor intregi pozitivi ai lui 14 sunt: Dy = {1, 2,7, 14}, in care 1 si 14 sunt
divizori improprii, iar 2 si 7 sunt divizori proprii ai lui 14;

e Multimea divizorilor negativi ai lui 22 sunt: Dy, = {— 22:-11 —1};

e Suma divizorilor intregi ai numarului 2009 este 0, deoarece
Dogog = {0, £L+7; +41; +49; +287; +2009}

Din acest ultim exemplu se poate observa cd suma divizorilor oricdrui a € Z este 0.

E.l.4. REZOLVAREA UNOR ECUATII, INECUATII IN MULTIMEA NUMERELOR
INTREGI

Etapele rezolvariiin Z a ecuatiei a-X+b=c,aeZ* b,ceZ

Pasii de rezolvare a ecuatiei:
e Se separa termenul care contine necunoscuta, adica: a-xXx=c—Db,

s . . g c—-b
e Impartim ecuatia cu a # Osi rezultd: X = ——:
a
. Cc-Db . . oA . . .
o daca =k € Z, atunci ecuatia are solutii in multimea Z si solutia S = {k};
. C— . . . .
o daca ¢ Z, atunci ecuatia nu are solutii in multimea Z.

Exemplu:
5~(x—1)=2x+7:»5x—5=2x+7:»3x=12:»x=%:»x=4ez

Proba: 5-(4-1)=2-4+7=5-3=8+7 =15=15 adevarat.
Etapele rezolvarii in Z a inecuatiei a-X+b <0,a,beZ, a0, a|b

e Adunam in ambii membri —b si obtinem a-X+b—b <-b, de unde ax <-b;
e Impirtim inecuatia a-X <-bcu a;

. b

o dacda a >0, obtinem X <——;
a
< ) b

o daca a<0, obtinem X >——.
a

b
Interpretarea solutiei: —— € Z. .
a

e pentru a>0=X<k= Seste multimea numerelor intregi situate pe axa numerelor in
stanga numarului intreg k;

e pentru a<0=X>k= Seste multimea numerelor intregi situate pe axa numerelor in
dreapta numarului intreg k;

In mod similar se rezolva inecuatiile: a-X+b<0, a-Xx+b>0, a-x+b>0, unde
abez a=0, ab.

Exemplu:

2x—6>—30:>2x—6+6>—30+6:>2x>—30+6:>2x>—24:>x>—%:>x>—12
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E.1.5. EXERCITII SI PROBLEME

1. Se considera 6 numere intregi consecutive. Cel mai mare dintre ele este 2. Care sunt
celelalte?

Rezolvare: M ={-3;—2,-1,0,1,2}.

2. Scrieti elementele multimilor:
a) M={xez-2<x<6};
b) N={xez-3<x<2}.
Rezolvare:
a) M={-2-1012;3,4,5};
b) N={-2,-1,0;1;2}.

3. Calculati:
a) -100-99-98-...-2-1+0+1+2+...+98+99;
b) 2-4+6-8+10-12+...+98-100.
Rezolvare:
a) -100-99-98-...-2-1+0+1+2+...+98+99 = -100;
b) 2-4+6-8+10-12+...+98-100 = -2-2-...-2 = (- 2)- 25 = -50.

4. Fie AI{XEZ 5
X+ 2

c z} si B={xeZ-1<2x+1<3}. Aritati ci A si B sunt mul{imi

disjuncte.

Rezolvare:

X+2eDg={1 +5} = A={7,-3-13}.
B={xeZ-1<2x+1<3}={xeZ-2<2x<2}={x e Z-1<x <1}={0;1}

Rezulta cda AN B =, deci A si B sunt multimi disjuncte.

5. Efectuati: (4+44+ 444+ 4444+ 44444):2+24:12-(-1-11-111-1111-11111).

Rezolvare:
(4+44+ 444+ 4444+ 44444):2+24:12-(-1-11-111-1111-11111) =

=4-(1+11+111+1111+11117): 2+ 24:12-(-1)- (1+11+111+1111+11111) =
=(1+11+111+1111+11111)-(2-2) =0

6. Calculagi: |-2|-(-36):|-18 +|- 2|10 —|- [ 84): (-12)] 2.
Rezolvare:
2| (-36):|-18 +|- 2 10 ~|- [(-84): (-12)] % =2.(~36):18+20 ~72 = -72:18+1-49 =
— 44+1-49= 52

7. Aflati ca numarul N =22"%1.50+2 _4n+l 50 10_22"+4 5N egte divizibil cu 24,
Yne N*.

Rezolvare: N =22".2.5".52 _221.22 5" .p.5_220 .74 5"
N=221.5".(2.52 - 2%.5_24)
N =22".5".(50-40-16)=(~6)-22" .5" =(~6).22.22""2.5" = (= 24).22""2.5" = 24|N
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8. Determinati numerele intregi x si y, astfel incat sa aiba loc egalitatea: X - (y - 2) =23.
Rezolvare: x-(y—2)=1-23=23-1=(-1)-(-23)=(-23)-(-1).

Xx=1 x=1
Cazul I. —
y—-2=23 y=25

X =23 X =23
=
y—-2=1 y=3

X=-1 X=-1
Cazul 1lI. =
-2=-23 y=-21

X =-23 {x =-23

Cazul Il. {

Cazul IV. { =
-2=-1 y=1
9. Fie A= {X e”Z| |X| < 7}. Care este probabilitatea ca, luand la intamplare un element din
aceasta multime, el sa fie prim?
Rezolvare: A ={0;+1,+2;+3,+4;+5+6}.
Avem: cardA =13 cazuri posibile si {+ 2;+3;+5} 6 cazuri favorabile.

Deci P = E
13

10. Determinati n € Z, astfel incat 2n +]43n +4,
Rezolvare:
2n+13n+4si 2n+12n+1, atunci
2n+12-3n+4
42 ) = 2n+16n +8—(6n+3)
2n+13-(2n +1)

=2n+15=2n+1e D5 = {+1 +5}.

2n+1=1=n=0
2n+l=-1=>n=-1
2n+1=5=n=2
2n+1=-5=n=-3

11. Fie E(n)=(-1)"-n, n e N*. Sa se calculeze: E(1)+E(2)+E(3)+...+ E(2003).
Rezolvare:

EQ)=(-1'1=-1

E()+E(2)+E(3)+E(4)+...+ E(2001)+ E(2002)+ E(2003) =
=(-1+2)+(-3+4)+...+ (- 2001+ 2002) - 2003=1+1+1+...+1—2003=1001- 2003 = —1002
—_—
1001 termeni
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12. Fie numérul: A = 243-(—1)" —342. (~1)™*! + 456. (— 1)< K199 _g54.(L1)P° P+ ynde
k,p,n e N. Aratati ca A:5.
Rezolvare:

k? —k+1990= k-(k—1)+1990:>{k'(k_1):2

. :>(k2 —k+1990)§2:>(—1)k2‘k+1990 -1
1990:2

p2 +p+1=p-(p+1)+1=2k +1=impar = (—1)'02“[”rl =-1
k-(k-1):2 , p-(p+1):2ca produse de 2 numere consecutive.
Rezulta ca
A =243.(-1)" —342.(-1)"*1 4 456+ 654 = 243. (-1)" —342-(-1)"*1 +1110
A =243-(-1)" +342-(-1)" +1110=(-1)" - (243+342)+1110
A=(-1)"-585+1110

Daca n=par = A=585+1110=1695

Dacan = impar = A=-585+1110=525

13. Rezolvati in Z ecuatia: 2xy —3x—4y+9=0.
Rezolvare:
2xXy —3x—4y+6+3=0
x-(2y-3)-2-(2y-3)=-3
(2y-3)-(x-2)=-3

Avem urmatoarele situatii posibile:

2y—-3=-1 =1
Cazul I. y-3 = y
X—2=3 x=5
2 —_— = =
Cazul Il. y-3 3:> y=3
x-2=-1 x=1
2y—-3=1 =2
Cazul 111. y-3 = y
X—-2=-3 x=-1
2y—3=— =
Cazul IV. y-3 3:> y=0
x-2=1 X=3

14. Rezolvati ecuatia: |X - 2| + |y+]1 =0.
Rezolvare:
Din [x-2/+|y+1=0= =

ly+1=0 y=-1

15. Rezolvati inecuatia: |X —3| <2, XelZ.

Rezolvare: Cazuri posibile:
o [x-3=2=x-3=12=xe {5}

o [x-3=1=>x-3=tl=xe{24]
° |X—3|=0:>X=3
Deci, solutia este X € {L‘ 2:3:4; 5}.
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16. Aflati x < Zpentru care 2>

Rezolvare:

X—3|2x+5
= X—-32x+5-2x+6=x-311=x -3 Dyy = {+1L;+11}.
x—3[x-3=x-3|2:(x-3)

= x e {-8; 2; 4,14}

17. Rezolvati inecuatia: 5X +3<3Xx—5.
Rezolvare:
5x+3<3x-5 | —-3x
5X+3-3x<3x—-5-3x
5x+3-3x<-5 |-3
5x —-3x<-5-3
2x<-8|:2=> x<-4=>x€1{.,~6,-5,-4}.

()" -(2n-1)+1

18. Aratati ca numarul N = eZ,VneN*.

Rezolvare:

:4k_l+1:keZ,

- pentrun=2k+l, keZ :>N=_(4k+f_1)+1=_:'k=—kez,

cele 2 expresii demonstreaza faptul ca N e Z,vVn e N*.

- pentrun=2k, keZ =N

n?+4
19. Pentru ce valori ale lui n numarul - el?
Rezolvare:
n>+4 n? 4 4
=—+—=N+—cZond=>netl +2;+4}.
n n n n

20. Determinati X e Z, stiind ca : |x — 2004 —|-2005 =0
Rezolvare:
[x— 2004 - 2005=0
[x — 2004 = 2005
X — 2004 = +2005
X € {~1,4009}.

21. Determinati a,b € Z, astfel incat M sa fie mijlocul segmentelor [ AB], unde:
A(L-5), M(L-1), Ba+3;b-2).
Rezolvare:
Reprezentam punctele intr-un sistem de axe ortogonale.
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AM =BM = B(L,3)=a+3=1si b-2=3=a=-25si b=5.
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