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II. GEOMEIRIE - semestrul I
A.ll. DREAPTA
Al 1. PUNCT, DREAPTA, PLAN
Punctul, dreapta si planul sunt notiunile cele mai simple ale geometriei.

Punctele se noteaza cu litere mari ale alfabetului A, B, C,... (figura I1.1), dreptele cu litere mici: a,
b, c,... (figura I1.2), iar planele cu litere grecesti: o,B,v ,...(figura 11.3).

Exemple:
As b
Ca» o p
B ¢ 3 € ¥
Figura 11.1. Figurall.2. Figura 11.3.
Reprezentarea punctelor | Reprezentarea dreptelor Reprezentarea planelor

Observatie: Orice figura geometrica este o mulfime de puncte, cu care se pot face operatii de
reuniune, intersectie, diferenta.

AL 2. POZITIILE RELATIVE ALE PUNCTELOR SI DREPTELOR

Doua puncte pot fi diferite (distincte) si se noteazd A = B (figura 11.4) sau pot exista puncte
care sd coincida si se noteaza C = D (figura 11.5).

Exemple:
B
i # (=D
A
Figura 11.4. Figura I1.5.
Reprezentarea punctelor diferite A =B Reprezentarea punctelor care coincid C=D

Observatie: Un punct poate sa apartind (€ ) sau sd nu apartind (¢ ) unei drepte. De exemplu, in
figurall.7, Eed; Fed.

Puncte coliniare = trei sau mai multe puncte care apartin unei drepte. In exemplul din figura 11.6 :
Aca;Bea;Cea.

Puncte necoliniare = punctele care nu apartin unei drepte. in figurall.7: Ded; Eed; Fed.

Exemple:

Figura 11.6. Figura 11.7. Figura 11.8. Puncte de pe aceeasi
Puncte coliniare Puncte necoliniare | parte (Y si Z) sau de pe o parte si de
alta (X'si Z, Xsi Y) adrepteic

60



Observatie: Printr-un punct pot trece o infinitate de drepte.
Axioma dreptei: prin doud puncte distincte trece o dreapti si numai una.

Doua drepte se pot clasifica in:
e drepte coplanare, care la randul lor se impart in:
= drepte confundate;
= drepte concurente (secante);
= drepte paralele.
e drepte necoplanare.
Doui drepte se numesc coplanare daci existd un plan care si le contind pe amandoud. In caz
contrar, se numesc necoplanare.

Drepte confundate = doua drepte care au toate punctele comune.

Drepte concurente = doua drepte care se intersecteaza intr-un punct.
in exemplul din figura 11.9, anb = {O}

Drepte paralele = doua drepte situate in acelasi plan, a caror intersectie este mulfimea vida:
enf=0
In exemplul din figura 11.10 , e||f .

Drepte perpendiculare = doua drepte situate in acelasi plan, care formeaza un unghi drept, in cazul
nostru in A, adica: cnd = {A}.

in exemplul din figura 11.11 , ¢ Ld

Exemple:
a b c
e
f
© |
Figura 11.9. Reprezentareaa | Figura 11.10. Reprezentarea | A
doud drepte concurente a doua drepteparalele F|gura 11.11. Reprezentarea a
doua drepte perpendiculare

Pentru cubul din figura 11.12 avem figurate diferite tipuri de drepte:

A B
a) B*C*, D*C*, CC* - drepte concurente; D , C
b) AB|CD, AA*|CC* - drepte paralele; |
¢) DD*LA*D* DD*LC*D* - drepte perpendiculare; AN B*
d) AB cu DD* A*B* cu CC*, C*D* cu BB* - drepte D+ S 7
necoplanare; .
Figura 11.12.
Reprezentarea unui cub
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A.1l. 3. DISTANTA INTRE DOUA PUNCTE. SEMIDREAPTA. SEMIPLAN

Distanta dintre doud puncte se noteaza cu AB sau |AB| si poate fi determinata cu ajutorul
riglei gradate.
Un punct P se afla intre doud puncte A si B pe o dreapta d (figura 11.13), daca:
e A B, P sunt puncte coliniare;
e AP+ PB=AB.

A A P B
) * —
Figura 11.13. Pozitia punctelor A, P, B pe dreapta d

In cazul din figura 11.13 se poate observa ci P se afld intre A si B, ceea ce se poate exprima
in mai multe moduri:
e P separd punctele A si B;
e A siB seafld de o parte si de cealalta a lui P,
e AsiP seafla de aceeasi parte a lui B;
e Psi B seafld de aceeasi parte a lui A.

Semidreapta este portiunea dintr-o dreaptd marginita la un singur capat.

Figura 11.14 are menirea de a intelege tipurile de semidrepte.

Suportul semidreptelor — dreapta AB

@
& 0

Semidreapta deschisa (AB = cu originea in A si
careia 1i apartine punctul B; A ¢ (AB :

T
&

Semidreapta deschisia (BA = cu originea in B si A B
careia 1i apartine punctul A; B ¢ (BA . *

Semidreapta inchisd [AB = cu originea in A si
careia 11 apartine punctul B.
[AB = (AB U {A}, deci A <[AB).

1 M

Semidreapta inchisd [BA = cu originea in B i A E
careia 11 apartine punctul A. "
[BA = (BA U {B}, deci B <[BA).

—

Orice punct al unei drepte determina pe dreapta
respectiva doud semidrepte opuse.

Punctul O se numeste originea semidreptelor,
iar semidreptele opuse sunt: (OA si (OB,
respectiv [OA si [OB.

Figura Il.14. Tipuri de semidrepte cu definitii
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Exemple:

1. Pentru figura 11.15 putem afirma ca [OD si [OR
e sunt semidrepte Inchise,
e au aceeasi origine in punctul O,
e nu sunt semidrepte opuse, deoarece nu sunt
pe aceeasi dreapta suport.

2. Pentru figura 11.16 putem afirma ca [AB si [AC
e sunt semidrepte Inchise,
e au aceeasi origine in punctul A,
e au aceeasi dreapta suport AB,
e nu sunt semidrepte opuse, deoarece contin
aceleasi puncte,
e sunt semidrepte egale, identice, confundate.

3. Pentru figura 11.17 putem afirma ca
e [PU, [PF, [Pl sunt semidrepte inchise,
(confundate), identice, [PU = [PF = [PI,
e [UF, [UI sunt semidrepte inchise, identice,
[UF=TUI,
o [UF=%[PF, [UFcI[PF,
o (UFN[FP =(UF] segment.

in figura 11.18 avem un plan o, o dreapti d
inclusa in planul o si un punct A al planului a care
nu apartgine dreptei d .

Se numeste semiplan deschis limitat de dreapta
d si care contine punctul A multimea formatd din
punctul A si toate punctele care sunt de aceeasi parte
a dreptei d cu A = (dA.

Semiplanul inchis este multimea (dA U d = [dA. .
Frontiera semiplanului este dreapta d pentru
semiplanul deschis (dA sau semiplanul inchis [dA.

A.ll. 4. SEGMENT

D R

0
Figura 11.15. Despre semidreptele [OD si [OR

A R C
E 1 1
L T '

Figura 11.16. Despre semidreptele [AB si [AC

P u F I

Figura 11.17. Despre semidreptele
[PU, [PF, [PI, [UF, [UI

% A
i

o

Figura 11.18.
Punctul A si dreapta d in raport cu planul a

Segmentul este portiunea de dreapta cuprinsa intre doua puncte de pe dreapta.
Segment deschis determinat de punctele A si B = (AB) = multimea tuturor punctelor dintre A si B.
Segment inchis determinat de punctele A si B =[AB] =(AB)uU {A,B}.
Segmente semideschise: [AB) cuA € [AB)siB ¢ [AB) , respectiv (AB] cu A ¢ (AB]siB < (AB].

in figura 11.19 se reprezinti un segment de dreapta.

Prin masurarea cu rigla gradata, oricdrui segment 1i corespunde un anumit numar de unitati

de masurd, numit lungimea segmentului - figura 11.20 .

Segmentele se masoara cu rigla gradatd. Doua sau mai multe segmente egale se pot obtine si prin

aceeasi deschidere de compas.

Doua segmente care au aceeasi lungime se numesc Segmente congruente si se noteaza
[AB]E [CD] — figura 11.21, iar in figura 11.22 se prezinta operatiile de adunare si scadere pentru

segmente.
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AB=1nm. lum=2cm
A R
A d B
- £

2
o

B # % L

Figura 11.19.Reprezentarea unui segment de
CD=3um. =6 cm

dreaptdi
Figura 11.20. Exemplu de reprezentare a
lungimii segmentului CD
C D E A B C
% - # # *
Adunare Scidere
A B
A= AR+ RO EC=2AC_AFE
[AB]E[CD] AR =AC-BC
Figura 11.21. Figura 11.22. Exemplu de reprezentare a
Reprezentarea a doud segmente congruente operatiilor cu segmente

AJdl 5. EXERCITII $I PROBLEME

1. Desenati 4 puncte A, B, C, D, astfel incat oricare trei puncte sa fie necoliniare. Desenati
si numiti dreptele determinate de aceste patru puncte.
Rezolvare: in figura 11.23 am desenat cele 4 puncte necoliniare si dreptele care pot fi trasate din ele.
Astfel:
e din punctul A am trasat cu albastru dreptele AB, AC, AD;
e din punctul B am trasat cu rosu dreptele BA, BC, BD, cu remarca ca AB coincide cu BA;
e din punctul C am trasat cu verde dreptele CB, CA, CD, cu remarca ca CB coincide cu BC,
iar CA cu AC;
e din punctul D am trasat cu negru dreptele DA, DB, DC, cu remarca ca DA coincide cu AC,
DB cu BD, iar DC cu CD.
Raspuns: dreptele care se pot trasa fara a fi repetate sunt: AB, AC, AD, BC, BD, CD.
D

B
Figura 11.23. Cerinta problemei 1 (A.11.5)

2. Realizati un desen prin care sa determinati cel mai mic numar de puncte din plan care
determind exact trei drepte.
Rezolvare: in figura 11.24 ilustrim cerinta, care coincide cu constructia unui triunghi, laturile lui
fiind incluse 1n dreptele determinate de cele 3 puncte.
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{'-1
Figura 11.24. Cerinta problemei 2 (A.11.5)

Raspuns: Prin trei puncte situate in acelasi plan pot trece exact trei drepte.

3. Completati cu notatia potrivita:
a) (AB)U{A,B}=;b) {M|MesteintreAsiB}=;c) [AB]\{B}=;d) [AB]\{A,B}=;
e) [AB)U{B}=.
Raspuns:
a) f,AB)u{A,B}z[AB];b) {M | MesteintreAsiB} = {M|M e AB};c) [AB]\{B}=[AB);
d) [AB]\{A,B}=(AB);e) [AB)u{B}=[AB].

4. Alegeti raspunsul corect; pot fi mai multe raspunsuri corecte:

a) anb={A}

A Aeca B. Acasi Aeb C. Aga
b) Prin doua puncte diferite trec:

A. o singura dreapta B. doua drepte C. oinfinitate de drepte
¢) Printr-un punct pot trece:

A. o singurd dreapta B. doua drepte C. o infinitate de drepte
d) Despre segmentele [AB] si [CD], cu [AB]=[CD] putem spune:

A. se numesc segmente congruente B. au aceeasi lungime C. nu au aceeasi lungime

e) Sestieca Ce [AB] Atunci:

A. [AB]=[AC]+[cB] B. [AC]=[AB]-[CB] C. Ac[cB]
Raspuns:

a) A B;b) A;c) A/B,C;d) A B;e) A B.

5. Desenati punctele coliniare A, B, C, D, astfel incat [AC c [BD :
Raspuns: in figura A.11.25 (5)

B A C D
[ [ & -
Figura 11.25. Cerinta problemei 5 (A.11.5)

6. Se dau patru puncte A, B, C, D.
a) Sa se stabileascd numarul minim de drepte care pot trece prin punctele A, B, C, D.
b)  Sa se stabileasca numarul maxim de drepte care pot trece prin punctele A, B, C, D.
Rezolvare:
a) Indiferent de natura punctelor numéarul minim de drepte este 1.
b) Discutie: - daca punctele sunt distincte 2 céte 2, avem 6 drepte (vezi problema 1);
- daca punctele coincid numarul maxim de drepte este o infinitate.
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7. Dublul lungimii unui segment [AB] depaseste cu 24 u.m. jumatatea lungimii acestuia.
Ce lungime are segmentul [AB] ?

Rezolvare: 2- |AB|—24+ |AB| =

w:24:3-|AB|=48:>|AB|=16 u.m.

Raspuns: |[AB| =16 u.m.

8. Fie X e(AB) si Y € (CD), astfel incat [AX]=[CY] si [XB]=[YD]. Sa se demonstreze
ca [AB] = [CD], avand in vedere ca nu avem la dispozitie rigla si nici compas.
Rezolvare: in figura A.11.26 (8) ilustram grafic datele problemei.
A ¥ B
> * L
cC Y D
-* % *
Figura 11.26. Datele problemei 8 (A.11.5)

stim ca: [AB]=[AX]+[XB] si
Din datele problemei = [AB]
Raspuns: [AB]=[CD].

[<[3 J=levl+[y

D]
+[xB]=[cY]+[¥D]=[cD]

9. Se dau punctele A, B, C, O. Stiind ca B € [AC], [BO]=[OC], |AB|=5cm, |AC|=9cm),

Sa se calculeze |AO|.
Rezolvare: in figura A.11.27 (9) ilustram grafic datele problemei.

;j.k B D {'_1
» & * &
Figura 11.27. Datele problemei 9 (A.11.5)

IBC|=|AC|- |AB|=9-5=4cm si [BO|=|BC|:2=4:2=2cm
Rezulta: |AO|=|AB|+|BO|=5+2=7cm
Raspuns: |AO| =7cm

10. Fie A, B, C trei puncte coliniare cu |AB|=3cm=%

, lar O si Q mijloacele
segmentelor [AB], respectiv [BC]. Calculati [OQ|.

Rezolvare: in figura A.11.28 (10) ilustram grafic datele problemei.

A O B Q C
8 5 £ o .

Figura 11.28. Datele problemei 10 (A.11.5)

Din|AB| :3cm:l|Ac| — |AC| = 9cm= |BC| = |AC| ~|AB| = 9 3= 6cm =

|BC| §+§ :g =4,5cm

e
@] OB|+|(B
0Q|= o] +[sql =+ P - 3. 89

Raspuns: |OQ| = 4,5c;m )
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B.1l. UNGHIURI

B.11.1. UNGHI. UNGHI NUL. UNGHI ALUNGIT

Unghiul este reuniunea a doud semidrepte inchise care au aceeasi origine. Cele doua
semidrepte se numesc laturile unghiului, iar originea comuna se numeste varful unghiului.

AN AN
Daca cele doua semidrepte sunt [AB si [AC, unghiul va fi notat BAC sau CAB (figura 11.29).
B

A

{'-1
N AN AN
Figura 11.29. Reprezentarea grafica a unghiului BAC sau CAB sau A .

Unghi nul = unghiul ale carui laturi coincid (figura 11.30).

A B C
S i .

A
Figura I1.30. Reprezentarea grafici a unghiului nul CAB (0°)
[AB = [AC (semidreptele coincid)

Unghi alungit = unghiul ale carei laturi sunt semidrepte opuse (figura 11.31).

B A C
- i ]

AN
Figura IL31. Reprezentarea graficd a unghiului alungit BAC (180°)
A € BC si [AB = [AC (semidrepte opuse)

Unghi propriu = unghiul care nu este nici nul, nici alungit.
Unghi impropriu = unghiul care este nul sau alungit.

Observatie: Daca in enuntul unei probleme nu se precizeaza natura unghiului, atunci presupunem ca
este unghi propriu.

N
Daca BAC este un unghi propriu, intersectia semiplanelor deschise (AB, C si (AC, B , adica
a semiplanului limitat de dreapta AB si care contine punctual C cu semiplanul limitat de dreapta AC

A
si care contine punctual B, se numeste interiorul unghiului BAC (figura 11.32 — portiunea

AN VAN
punctata). Interiorul unghiului BAC se noteaza Int BAC . Un punct care nu apartine unghiului si
nici interiorului acestuia se numeste punct exterior unghiului.

N
Figura I1.32. Reprezentarea graficd a interiorului unghiului BAC
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B.11.2. MASURAREA UNGHIURILOR. TIPURI DE UNGHIURI. OPERATII CU MASURI DE
UNGHIURI

Unitatea de masurd a unghiurilor este gradul sexagesimal (°). Mdasura unghiului este

numarul de grade ale unui unghi, iar raportorul este instrumentul cu ajutorul caruia se masoara
unghiul.

Submultiplii gradului sunt: minutul (') si secunda (").

1°=60 ,1 =60 si 1° =3600 .

N AN
Notdm masura unghiului AOB = m[AOBJ

Tipuri de unghiuri

I/S o R

D P

Figura 11.33. Figura 11.34. Q
Unghi ascutit Unghi drept Figura 11.35.Unghi obtuz
A N A
m(MIS]<90° m[DORJ=9OO m(PQLJ>90°
OBTUZ DREPT

T f L ASCUTIT

Figura 11.36. Tipurile de unghiuri: ascutit, drept, obtuz

Operatii cu masuri de unghiuri

Un unghi exprimat in grade, minute si secunde are masura: m (OLO ): a’bc =a°+b +c ,

cua,b,c eN.
Exemple:

607 =10-60 +7 =10°7
4014° = 40° +014° = 40° +(60-0,14) = 40° +8,4'= 40° +8+0,4'= 40° +8+(60-0,4)'=
— 40° +8'+24"= 40°8' 24"

Adunarea / Scaderea

Unghiurile exprimate in grade, minute si secunde se aduna/scad pe componente de acelasi

fel, adica grade cu grade, minute cu minute, secunde cu secunde.
Exemple:

27°32'+15°47'-30°24'=12°55
170° —72°4114"+19°17'53'=97°1846"+19°17'53'=116"36'39"
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Inmultirea mdasurii unui unghi cu un numdr natural

Exemplu: 13°29'47".2 = 26°5894"= 26°59'34"

Impartirea mésurii unui unghi cu un numdr natural

Exemplu: 46°2030":5=45°80'30":5=9°16'6"

B.11.3. UNGHIURI CONGRUENTE. BISECTOAREA UNUI UNGHI

Doua unghiuri care au aceeasi masura se numesc unghiuri congruente (figura 11.37).
Orice doua unghiuri nule sunt congruente. Orice unghiuri alungite sunt congruente.

N N AN AN
Figura 11.37. Unghiuri congruente: DOR = MIS sau m[DOR] = m(MISJ =x°

Constructia unui unghi congruent in raport cu un unghi dat se poate face in doud moduri:
e cu raportorul,

e curigla si compasul.
Bisectoarea unui unghi este semidreapta interioara unghiului, cu originea in varful unghiului ce
determind cu laturile unghiului doua unghiuri congruente (figura 11.38).

A

B
Figura 11.38. Bisectoarea unui unghi

N N

(OE = bisectoarea AOB , deoarece OE  Int AOB si AOE = EOB
Constructia bisectoarei se poate face:
e cu ajutorul raportorului;
e cu ajutorul compasului.

AN N
Exemplu: Se stie ca m(ABCJ= 94° , iar [BM este bisectoarea unghiului ABC .
A\ A\
Rezultd ca m| ABM |=m| CBM |=94°:2=47°,
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B.11.4. UNGHIURI ADIACENTE. UNGHIURI COMPLEMENTARE.
UNGHIURI SUPLEMENTARE

Doua unghiuri se numesc adiacente, daca au o latura comuna si interioarele disjunste. Doua
multimi sunt disjuncte, daca nu au elemente comune (figura 11.39).
Deci, doud unghiuri adiacente se pot recunoaste prin faptul ca au varfurile comune, o latura
comunad, iar celelalte doua laturi de o parte si de alta a laturii comune.

D

R

AN AN AN N

Figura 11.39. Unghiuri adiacente DOIROI :[OI si IntDOININtROI =Y

Observatii:
e Bisectoarele a doua unghiuri adiacente de mésurd a® §i b° formeaza intre ele un unghi cu

a’+b°

masura ;
2

e Bisectoarele a doua unghiuri adiacente suplementare formeaza un unghi drept.

Exemple de unghiuri neadiacente (figura 11.40 — a, b, c).

£/

Figura 11.40. Exemple de unghiuri neadiacente

Dacd suma masurilor a doud unghiuri este de 90°, atunci ele se numesc unghiuri
complementare, fiecare fiind un complement al celuilalt.

Exemplu: Complementul unghiului cu masura de 79° este unghiul cu masura 90° —79° =11°.

Dacd suma masurilor a doud unghiuri este de 180°, atunci ele se numesc unghiuri
suplementare, fiecare fiind un suplement al celuilalt.

Exemplu: Suplementul unghiului cu masura de 33°44°55” este unghiul cu masura
180° — 33°44'55" = 146° 15'5".
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B.11.5. UNGHIURI OPUSE LA VARF

Doua unghiuri se numesc opuse la virf, daca laturile lor sunt perechi de semidrepte opuse.
Doua unghiuri opuse la varf sunt congruente (figura 11.41).

N N AN

Figura I1.41. Unghiuri opuse la virf O; =03 ,0, =04

B.IL.6. UNGHIURI IN JURUL UNUI PUNCT

Numim unghiuri in jurul unui punct O (figura 11.42) un numar finit de unghiuri avand
proprietatile:
e toate au acelasi varf (punctul O);
e orice punct al planului ce nu apartine nici uneia dintre laturile lor apartine interiorului unui
singur unghi).

Suma masurilor unghiurilor formate in jurul unui punct este de 360 °

N /AN N AN N N

Figura I1.42. Unghiuri in jurul unui punct O: Oq+ O,+ O3+ 04+ Og5+Og =360°

Exemplu: Sa se calculeze masurile unghiurilor din figura 11.43.

D

A
Figura 11.43. Figura exemplului de rezolvat

AOD =COB si AOC = DOB ca unghiuri opuse la varf, rezulti: AOD+ COB+ AOC+ DOB = 360°
2-(x+8)+2-3x=360° = x =43° =

m[AODj:m[COBJ:5f$
m (AOCJ =m [DOBJ =129°,
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B.11.7. EXERCITII SI PROBLEME

1. Care sunt perechile de unghiuri congruente?
m(Aé)B] =36°, m(Bé\)CJ= 89°60°, m(CC/\)DJ= 124°59°60”,
m(Dé\)EJ= 89°58°120”, m[Eé\)FJ= 35°69°60”, m(FCI;GJ= 122°117°180”.
Rezolvare: m(AaB]: 36°, m(B(/'\)Cj: 89°60°=90°, m[CaDJ: 124°59°60”=125°,
m(Dé\)Ej= 89°58°120”=90°, m(Eé\)Fj= 35°69°60” =36° 10",

m(FOGJ: 122°117°180”=124°. Se observa ca: m[BOCJ: m(DOEj: =90°.

2. Efectuati:

Rezolvare:

Q) 25°1328”+ |b) 104°13°19”-|c) 23°14°28”X | d) 124°28°36":
57°34°15” 73°25°26” 2 4
82°47°43” 30°47°53” 46728756 31° 7o

AN

3. Stiind ci {oc c Int(AOB] .m [AOBJ =114° si m(BOC] =34°, aflati si m[AOCJ .
Rezolvare: m(AOC} =m (AOBJ - m(BOCJ: 114°-34°=80°.

4. Aflati masurile unghiurilor din figura 11.44.
B

x+20"

A

Figura 11.44. Cerinta problemei 4 (B.11.7)

Rezolvare: X +20° +2x+x =180° = 4x =160° = x =40°

Unghiurile vor avea masurile: m [AOB] =60°, m (BOCJ =80°, m [CODJ =40°.

o

5. Aflati masura unghiului a carui suma dintre complementul si suplementul sau este de 120 " .
Rezolvare: Considerand U, unghiul cautat avem:

(90° - U)+180° - U)=120° = 270° ~2U =120° = 2U = 270° ~120° = U = 75".
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6. Raportul masurilor a doua unghiuri complementare este 1/3. Determinati masurile celor
doud unghiuri.
Rezolvare: Fie a si b unghiurile cautate. Avem:

a+b=90" {a +b=90 {4a _g0° [a=22°30

a 1 j— - j—

b 3 b=3a b=3a b=3a=3-22°30'=67°30'
Proba: a+b = 22°30+67°30'= 90°

7. Stiind cd un unghi are masura de 120 °, sa se construiasca un unghi adiacent si suplementar
acestuia.

Rezolvare: 180° —120° =60° (figura 11.45).

120°

A O C
Figura 11.45. Cerinta problemei 7 (B.11.7)
8. Diferenta dintre doud unghiuri neadiacente care au varful comun si o latura comuna este de

80° . Calculati masura unghiului format de bisectoarele celor doud unghiuri.

Rezolvare: Fiea“ si b° cele doud unghiuri neadiacente (figura 11.46).
A

. Y )

Figura 11.46. Cerinta problemei 8 (B.11.7)

Din datele problemei avem:

m(AOC]: a’,iar m[AOMj: m[MOC]: a‘ /2

m(BOC]= b°,iar m(CON]= m(BONJ= b°/2

a—b=80°
o ; a® b°
Unghiul cautat este: m[MON]=? Y =40".
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9. Unghiurile Aé\)B : Bé\)C, ACA)C sunt in jurul unui punct. Daca m(ASB} =2 m(BSC],
m (ACA)B] =m (ASC] -60°, sa se calculeze masurile celor trei unghiuri.
Rezolvare: Din datele problemei stim ca: m (ACA)B] +m (BG)C] +m (ACA)C] =360° . Rezulta:
2m BSC + m(Bng+ mLAaBj+ 60°=360°
2m Bé\)C + m(Bé\)CJ+ 2 m(Bé\)Cj+ 60°=360"°

AN

5m| BOC :300°,decim[BOCJ=60°,m(AOB}:Zm(BOCJ:120°,

m(AOC]: m(AOBj+60° =180°.

N N

10. Se dau doud unghiuri adiacente AOB, BOC, cu masurile de 90 ° , respectiv 130 ° .
Semidreptele [OM, [ON sunt bisectoarele unghiurilor respective. Sa se afle m [MONJ sim [AOCJ .

Rezolvare: Construim figura 11.47.
N
{'-'l

A
Figura 11.47. Cerinta problemei 10 (B.11.7)

Avem:
m AOB}= 90°; m[AOMJ= m[BOMJ= 45°; m(BOC]= 130°; m[COMJ= m[BON]= 65° .

m MON}= m(BOM]+ m(BON]= 45°+65°=110°

AN

m AOC]= 360° - m[AOBJ- m[BOC]= 360°-220°=140°".
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C.Il. TRIUNGHIUL
C.I1.1. TRIUNGHIUL

Fiind date trei puncte necoliniare A, B, C se numeste triunghi determinat de punctele A, B
si C multimea [AB]U [BC]U [CA] (figura 11.48). Se noteaza AABC ; punctele A, B si C se numesc

virfurile triunghiului, segmentele [AB], [BC], [CA] se numesc laturile triunghiului, iar

N N

unghiurile ABC, CAB, BCA se numesc unghiurile triunghiului.

A

{'-1

Figura 11.48. AABC si elementele sale

Perimetrul unui triunghi, notat cu P, se defineste ca suma lungimilor laturilor triunghiului
respectiv. In cazul din figura 11.48 perimetrul AABC este dat de relatia: P AABC = AB+BC+AC.
Semiperimetrul unui triunghi, notat cu p, se defineste ca semisuma lungimilor laturilor
triunghiului respectiv. In cazul din figura 11.48 seperimetrul AABC este dat de relatia:
AB +BC+AC

2
Se numeste unghi exterior unui triunghi unghiul adiacent si suplementar cu un unghi al
triunghiului — figura 11.49.

PaABC =

3
1/, 5\M

Figura 11.49. ASIM si unghiurile exterioare ale acestuia 1,2,3,4,5,6
C.11.2. CONSTRUCTIA TRIUNGHIURILOR

Exista urmatoarele situatii in care se pot construi triunghiuri, daca se cunosc:
e doua laturi si unghiul determinat de ele;
e o latura si unghiurile alaturate ei;
o cele trei laturi.
Triunghiurile se pot construi utilizand urméatoarele instrumente:
e rigla gradat;

e raportor;
e compas;
e cchere.

75



C.11.3. TIPURI DE TRIUNGHIURI

Clasificarea triunghiurilor se poate face dupa mai multe criterii:
1. dupa laturi:
e triunghiul scalen sau oarecare = triunghiul cu toate laturile de lungimi diferite.
e triunghi isoscel = triunghiul cu 2 laturi congruente; a treia latura se numeste baza.
e triunghi echilateral = triunghiul cu toate laturile congruente.
2. dupa unghiuri:
e triunghi ascutitunghic = triunghiul cu toate unghiurile ascutite.
e triunghi dreptunghic = triunghiul cu un unghi drept; latura care se opune unghiului
drept se numeste ipotenuza, iar celelalte catete.
e triunghi obtuzunghic = triunghiul care are un unghi obtuz.
In figurile 11.50 = 11.55 sunt prezentate tipurile de triunghiuri prezentate anterior.

A g D
B /\
Figura 11.50. AABCscalen Figura 11.51. ASIM isoscel Figura 11.52. ADOR echilateral
A
C 0
R\ I
0
R R c
Figura 11.53. Figura 11.54. AARC dreptunghic | Figura 11.55. AORI obtuzunghic
ACOR ascutitunghic

C.I1.4. CAZURILE DE CONGRUENTA ALE TRIUNGHIURILOR

A Al
Cazul LUL de congruenta (latura-unghi -
laturd): Doua triunghiuri care au douad laturi si
unghiul  determinat de ele respectiv
congruente sunt congruente. R y C Bl | l 1
. A Al
Cazul ULU de congruenta (unghi-latura-
unghi): Doua triunghiuri care au o latura si
unghiurile alaturate ei respectiv congruente
sunt congruente. B ¢ Bl c1
A Al
Cazul LLL de congruenta (latura-latura-
laturd): Doud triunghiuri care au laturile
respectiv congruente sunt congruente.
B L C Bl I C1
7 I




C.IL5. EXERCITII SI PROBLEME

1. Stabiliti natura AMNP stiind ca:

a) m(l\l;|)=110°;

b) MN =4cm, MP =4cmsi m(M)=90°;

c) MN=32cm, NP =0,32dm, MP =32mm.
Rezolvare:

a) AMNP - obtuzunghic;

b) MN = MP =4cmsi m(M )=90°, rezultd ca AMNP - dreptunghic isoscel;
c) MN =32cm, NP =0,32dm =3,2cm, MP =32mm =0,32cm, rezulta ca MN = NP = MP,
rezulta ca AMNP - echilateral.

2. Sa se rezolve urmatoarele situatii:
a) Fie AMNP echilateral. Sa se calculeze latura triunghiului, stiind ca perimetrul este de 24,6 cm.
b) Fie AMNP echilateral. Sa se calculeze perimetrul si semiperimetrul triunghiului, stiind ca latura
este de 5,2 cm
¢) Calculati perimetrul triunghiului isoscel AABC, stiind ca AB = AC =5cm, BC =6cm.
d) Indicati varful si baza triunghiului isoscel ABC, stiind ca: [AB]=[AC].
Rezolvare:
a) Daca AMNP este echilateral, rezulta ca MN=MP =NP =L.
Cum P=L+L+L=246cm=3L=24,6cm= L =82cm

b) Daca AMNP este echilateral, rezulta ca MN = MP = NP = L =5,2cm, rezulta ca:
P AMNP= 3L =3-52=156cm, iar pmnp :% =7,8cm.

C) Papgc =AB+AC+BC=5+5+6=16cm

d) varful este in A, iar baza este [AC].

3. Se considera punctele coliniare A, O, B, respectiv C, O, D, astfel incat [AO] = [BO],
[CO]=[DO]. Demonstrati ca:
a) [AC]=(BD];
b) [AD]=[BC];
c) AACD = ABDC,;
d) AADB = ABCA.

Demonstratie:
a) Se realizeaza desenul conform cerintelor (figura 11.56); se unesc punctele A si B cu C si D.

{'-1

D

Figura 11.56. Cerinta problemei 3 (C.11.5)
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[A0]=[BO] [AC]=[BD]
a) AAOC si ABOD = {AOC = BOD = (LUL) AAOC = ABOD = {ACO = BDO
[co]=[DO] A A
CAO =DBO
b) in mod similar, considerdm:
[A0]=[BO] [AD]=[BC]
AAOD si ABOC = {AOD =BOC = (LUL) AAOD = ABOC = { ADO = BCO
[co]=[DO] " A
CBO =DAO

[CD]-comuna

¢) Din triunghiurile AACD si ABDC, rezulta: {[AC]=[BD] = LLL = AACD =ABDC
[AD]=[BD]
[AB]- comuna

d) Din triunghiurile AADB si ABCA , rezulta: {[AC]=[BD] = LLL = AADB = ABCA
[AD]=[BC]

AN

4. Se da desenul din figura I11.57. Stiind ca [OM este bisectoarea unghiului AOB , demonstrati
ca [AM]=[mB].

Figura 11.57. Cerinta problemei 4 (C.11.5)

Demonstratie:

[OM]-comuna
Din triunghiurile AAOM si ABOM , rezulta: {[AO]=[BO] = LUL = AAOM = ABOM,

N N

AOM =BOM
[Am]=[BM]

N AN

= {MAO =MBO

N AN

AMO =BMO
5. Se considera un triunghi isoscel AABC cu [AB]=[AC] si punctele D  (AB)si E € (AC),

incat [AD]=[DB] si [AE]=[EC]. Aritati ci [BE]=[CD].
Demonstratie: Figura 11.58 este figura dupa care voi rezolva problema.
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D F

B C

Figura 11.58. Desenul problemei 5 (C.11.5)

[DB]=[EC]
Din triunghiurile ACDB si ABEC, rezulta: {[BC]—comuni = LLL = ACDB = ABEC
CBD =BCE
[BE]=[cD]
— {CDB =BEC
CBD =BCE

6. Infigura 11.59 avem: [OA]=[OB] si AOC =BOC . Demonstrati ci:
a) OCA =0CB
b) ACAB este isoscel.
Demonstratie:

B
Figura 11.59. Desenul problemei 6 (C.11.5)

a) Din triunghiurile AAOCsi ABOC, rezulta:

[0A]=[0B] OCA =0CB

AOC =BOC = LUL = AAOC =ABOC = {0AC =0BC
[OC]-comuna [AC]=[BC]

b) ACAB este isoscel, deoarece [AC]=[BC].

79



7. Infigura 11.60 avem: [OA]=[OC] si [OB]=[OD]. Demonstrati ca:
a) OAD =0CB;
b) AAEB = ACED :

AN

c) [OE este bisectoarea AOC .
Demonstratie:

{'_1
Figura 11.60. Desenul problemei 7 (C.11.5)

a) Din triunghiurile AAOD si ACOB, rezulta:

[oA]=[oc] .
A OAD =0CB
O- unghi comun = LUL = AAOD = ACOB = {[AD]=[CB]
[oD]=[oB] SN,
ADO =CBO
b) Din triunghiurile AAEB si ACED, rezulta:

S, [BE]=[EC]
EAB =ECD N
[AE]=[CE] = LUL = AAEB = ACED = { ABE =CDE
[AB]E [CD] AE/I\3 ECIIE\D

¢) AOC =ACE+EO
Din triunghiurile AAOE si AEOC, rezulta:

[0A]=[ocC] Aw o
[AE]=[EC] = LLL = AAOE =AEOC = AOE =EOC = [OE este bisectoarea AOC .
[OE — comuna

8. Infigura 11.61 avem: AABCsi ADBC sunt isoscele de baza [BC]. Demonstrati ci:
a) DBA =DCA :

b) [AD este hisectoarea BDC.

Demonstratie:
a) Din AABC isoscel = [AB]=[AC]

Din ADBC isoscel = [BD]=[CD]
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B " C
T

Figura 11.61. Desenul problemei 8 (C.11.5)
Din triunghiurile AABD si AACD , rezulta:

DBA =DCA
[AB]=[AC] Ao
[AD]-comuni = LLL = AABD = AACD = {ADB =ADC
[BD]=[cD] N,

BAD =CAD

b) m [BDTJ =180°-m {BDAJ
m (CDT] =180°-m (CDAJ

m (BDAJ: m (CDAJ - punctual a)

AN AN AN N

= BDT =CDT = [DT bisectoarea lui BDC, [DT — [AT = [AD este bisectoarea BDC .

9. Fie AABC si M mijlocul laturii [BC]. Pe semidreapta [AI\/I se considera punctul N, astfel
incat M sd fie mijlocul segmentului [AN] Demonstrati ca:
a) [AB]=[NC];

b) BAM = CNM;

c) [AC]=[BN]

Demonstratie: Construim desenul conform cerintelor — figura Il. 62.
A

N
Figura 11.62. Desenul problemei 9 (C.11.5)
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a) Din triunghiurile AABM si ANMC, rezulta:

A A AB]=[NC
BMA = CMN | A] | A]
[BM]=[MC] = LUL = AABM = ANMC = { ABM = NCM
=] 96 - G

b) MAB = MNC rezulta de la punctual a)

¢) Din triunghiurile AMBN si AMAC, rezulta:
BMN = AMC
[BM]=[MC] = LUL = AMBN = AMAC = [BN]=[AC]
[NM]=[MA]

10. Fie punctul C mijlocul segmentului [AB] si punctele D, E situate de o parte si de alta a

dreptei AB, astfel incat 2DB=AB, AE=AB si DBA = EAB .Demonstrati ca: [AD] = [CE].
Demonstratie: Construim desenul conform cerintelor — figura Il. 63.

D

E
Figura 11.63. Desenul problemei 10 (C.11.5)

AC =BC
Din {2DB=AB = AC=BD
AE = AB
Din triunghiurile AACE si AADB , rezulta:

[nB]=[AE]
[AC]=[BD] = LUL = AACE = AADB = [AD]=|[CE].

AN N

DBA = ECA
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II. GEOMEIRIE — finele semestrului I/ semestrul 1T

D.1l. PERPENDICULARITATE
D.II.1. DREPTE PERPENDICULARE. DISTANTA DE LA UN PUNCT LA O DREAPTA

Doua drepte se numesc perpendiculare, daca determina un unghi drept. Daca a si b sunt
drepte perpendiculare, notam a Lp (figura 11.64).

Doua drepte perpendiculare determind patru unghiuri drepte.

Fie o dreaptd d si un punct M ¢d. Atunci perpendiculara d’ din M pe d intersecteaza
dreapta d in punctual M’. M’ se numeste piciorul perpendicularei (figura 11.65).

Numim distanta de la un punct la o dreaptd distanta de la punct la piciorul perpendicularei
din punct pe dreapta. (figura 11.65).

a d
d’
&
b M M
Figura 11.64.a Lb Figura 11.65. d(M,d)= MM’

D.11.2. INALTIMEA IN TRIUNGHI. CONCURENTA INALTIMILOR UNUI TRIUNGHI

O inaltime intr-un triunghi este un segment determinat de un varf al triunghiului si piciorul
perpendicularei din acel varf pe dreapta ce contine latura opusa varfului (figura 11.66). Orice
triunghi are 3 fnaltimi.

Teorema de concurenta a indaltimilor unui triunghi: Dreptele determinate de inalfimile
unui triunghi sunt concurente. Punctul lor de concurenta se noteaza H si se numeste ortocentrul
triunghiului (figura 11.67).

N A
Bl
B C
: Bt
Figura 11.66. AA’LBC Figura 11.67. Cele 3 indltimi ale Figura 11.68. Punctul de
AABC si punctul lor de intersectie a indaltimilor in
intersectie H triunghiul dreptunghic
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D.I1.3.CONGRUENTA TRIUNGHIURILOR DREPTUNGHICE

Cazul CC A A
(catetd-cateta):
Doua triunghiuri
dreptunghice care au 1 4
catetele respectiv
congruente sunt

congruente. B H C B’ H cr
Cazul CU A A

(cateta-unghi):

Doua triunghiuri

dreptunghice care au

cate o cateta si cate un

unghi ascutit respectiv

congruente sunt B | IS B | o
congruente.

Cazul 1U A A

(ipotenuza-unghi):

congruente.

Cazul IC A A
(ipotenuza-catetd):
Doua triunghiuri
dreptunghice care au
ipotenuza §i o cateta
respectiv congruente
sunt congruente. B H C B’

Doua triunghiuri i,
dreptunghice care au
ipotenuza si cate un
unghi ascutit respectiv
congruente sunt B o B o
\‘\
1

'l’_"

D.11.4. ARIILE UNOR SUPRAFETE POLIGONALE

Se numeste suprafata poligonala reuniunea unui numar finit de suprafete triunghiulare cu
interioarele disjuncte doua cate doua. Notam suprafata cu S.

Exemple:
e Orice AABC determina o suprafata triunghiulara notata [AABC] - figura 11.69:
A N
B C B c
Figura 11.69. AABC si [AABC]|
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e Suprafetele poligonale se pot descompune in suprafete triunghiulare - figura 11.70:
A
P

D

S
{'-1
Figura 11.70. Descompunerea unor suprafete poligonale in suprafete triunghiulare

e Un patrulater ABCD determina o suprafata poligonald notata [ABCD] - figurile 11.71, 11.72:

A D A D
B N B C
Figura 11.71. Dreptunghiul ABCD si suprafata sa poligonali [ABCD]
P S P g
Q R Q R

Figura 11.72. Patratul PQRSsi suprafata sa poligonalid [PQRS]

Observatie: Suprafetele poligonale, pentru a putea fi comparate, se masoara. Folosind unitatea de
masurd, de obicei m?, dar pot fi si multiplii sau submultiplii lui, fiecdrei suprafete poligonale ii
corespunde un numar pozitiv unic, care reprezinta numarul de unitdti pe care le are suprafata
respectiva. Acest numar se numeste aria suprafetei poligonale si se noteaza cu 4 (S).

Aria suprafetelor poligonale se calculeaza prin descompunerea acesteia in figuri carora le
stim sau le putem calcula aria, dupa care se insumeaza ariile acestora.

Exemple:
e A (ABCD)= 14 (ABD) + 4 (CBD) (figura 11.70);
e J4(ABCD)=L1=BCAB;
| = latura mica = AB = CD; L = latura mare = BC = AD; (aria dreptunghiului — figura I1.71);
e A (PQRS) = a’=PS?
a = latura patratului= PS = SR = RQ = QP (aria patratului— figura 11.72);

e A(AABC)= AA2-BC = BBZ'AC = cC-AB (pentru AABC din figura 11.67);

. . C.-C
Particularizare: 4 (Adrept)= %

, unde C;, C, = catetele unui triunghi dreptunghic.
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D.11.5. BISECTOAREA. CONCURENTA BISECTOARELOR UNGHIURILOR UNUI
TRIUNGHI

Bisectoarea unui unghi este o semidreapta interioara unghiului care determina cu laturile
triunghiului doua unghiuri congruente.

Constructia bisectoarei se poate face cu compasul sau cu raportorul.
Teoreméa: Un punct interior unui unghi apartine bisectoarei unghiului, daca si numai daca este egal
departat de laturile unghiului. (a se vedea problema 1, D.11.8)
Teorema: Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sunt concurente intr-un punct egal departat de
laturile triunghiului.

Punctul de intersectie al bisectoarelor unui triunghi se noteaza cu I si este centrul unui cerc,
numit cercul inscris in triunghi - figura 11.73, iar d(1, AB)=d(l,BC)=d(I, AC)=r =raza cercului

inscris in triunghi (IM = IN = 1P =r).

B
Figura 11.73. Concurenta bisectoarelor unghiurilor unui triunghi

D.11.6. MEDIATOAREA UNUI SEGMENT. CONCURENTA MEDIATOARELOR
LATURILOR UNUI TRIUNGHI

Mediatoarea unui segment este dreapta perpendiculara pe segment in mijlocul acesteia.
Constructia mediatoarei se poate face cu compasul si rigla.
Teorema: Un punct aparfine mediatoarei unui segment, daca si numai daca este egal departat de
capetele segmentului.
Teoremia: Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt concurente intr-un punct egal departat de
varfurile triunghiului.

Punctul de intersectie al mediatoarelor laturilor unui triunghi se noteaza cu O si este centrul
unui cerc caruia ii apargin varfurile triunghiului; acest cerc se numeste cercul circumscris
triunghiului - figura 11.74, iar OA = OB = OC = R =raza cercului circumscris triunghiului

La triunghiul dreptunghic centrul cercului circumscris este la mijlocul ipotenuzei.

Figura 11.74. Concurenta mediatoarelor laturilor unui triunghi
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D.IL.7. SIMETRIA FATA DE O DREAPTA

Douda puncte sunt simetrice fatd de o dreaptd, daca dreapta este mediatoarea segmentului
determinat de cele doud puncte.

Doua figuri F1 si F2 sunt simetrice fata de o dreaptd d, daca prin pliere dupa dreapta d
figurile coincid.

Doud figuri F1 si F2 sunt simetrice fata de o dreapta d, daca orice punct al figurii F1 are ca
simetrie fata de dreapta d un punct al figurii F2 si invers. Dreapta d se numeste axa de simetrie.

Exemplu: In figura 11.75 se prezintia doud puncte simetrice A, B, doua segmente simetrice [CD],
[C*D*] si doua triunghiuri simetrice XZY si X*Y*Z*, fata de axa de simetrie care este dreapta d.

d

Aw---320--—e8B
{'_1 \ /{-14.
D D*
}:Wr 171
Z z*

Figura 11.75. Reprezentarea simetriei

D.11.8. EXERCITII SI PROBLEME

AN

1. Fie XOY si M un punct ce apartine interiorului unghiului. Demonstrati ca, daca
d(M,0X)=d(M,QY), atunci OM este bisectoarea unghiului.

Demonstratie: Construim desenul conform cerintelor — figura Il. 76.

P
0 X

v
Figura 11.76. Desenul problemei 1 (D.11.8)

Notez d(M,0X)=P M
d(M,0X)=QM
Din triunghiurile dreptunghice AMOP si AMOQ, rezulta:

[PM]=[Qm] 1€ A A |
[oM]=[oM] = AMOP = AMOQ = m| MOP |=m| MOQ | = OM —bisectoare.
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2. Fie un triunghi dreptunghic AABC cu m (A) = 90°. Pe dreapta AB se considerd un punct
D, astfel incat A si fie la mijlocul lui [BD]. Demonstrati ca [CD]=[CB].

Demonstratie: Construim desenul conform cerintelor — figura Il. 77.

Se di: AABC cum (A)= 90°, apoi [AD]=[AB]
{'-1

D A B
Figura 11.77. Desenul problemei 2 (D.11.8)

Din triunghiurile ACAD si ACAB dreptunghice, rezulta:

{Eg%:[zgi‘ " ., CC = ACAD = ACAB = [cD]=[cB]

3. Seda: PT LRT, SV LQV, RT=QV, PQ=SR (figura I1.78).Demonstrati ca PT =SV
Demonstratie:
T

7 R S
p Q S
Vv
Figura 11.78. Desenul problemei 3 (D.11.8)
PR=PQ+a
Notez QR=a= = PR =S5Q.
SQ=SR+a=PQ+a

Din triunghiurile dreptunghice APTR si ASVQ, rezulta:

ﬂzi E?/]] = APTR = ASVQ = [PT]=[sV]

N N

4. Seda : E mijlocul segmentului [AB], AD 1 AB, BC L ABsi ADE = BCE (figura 11.79).

Demonstrati ca:
a) DE =CE;
b) AC=BD.
Demonstratie:
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D C

A R
E
Figura 11.79. Desenul problemei 4 (D.11.8)

a) Din AD | AB, BC L ABrezulta ca m(DAEJ = m[CBEj =90°.

cu {[AE] =[EB]

ADAE = ACBE = din faptul cd { « A
ADE = BCE
in care [AE |,[EB] sunt catete, iar ADE, BCE - unghiuri ascutite.
AED =BEC
Din ADAE = ACBE = {[AD]=[BC]
[DE]=|[CE]

[AD]=[BC]

CC
[AB]- comuna -

b) Analizam ADAB si ACBA ; sunt triunghiuri dreptunghiuri :>{

rezulta ADAB = ACBA = AC=BD.

5. Fie triunghiul isoscel AABC, cu [AB]=[AC]. Se traseazi iniltimea din A pe BC care
intersecteaza latura BC in punctul M. Demonstrati ca [BM]=[MC].
Demonstratie: Construim desenul conform cerintelor — figura I1. 80.

A

B C
M
Figura 11.80. Desenul problemei5 (D.11.8)

Stim ci [AM] L [BC]= AAMB, AAMC sunt triunghiuri dreptunghice.
Din triunghiurile AAMB si AAMC , rezulta:
[AM]=[Am] ©
= AAMB = AAMC = [BM]=[MC]
[AB]=[AC]
Rezulta [BM]=[MC] .
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6. Pe laturile [OA si [OB ale unghiului AOB se iau punctele C, respectiv D, astfel incat
[OC] = [OD]. Se duc perpendiculara in C pe OA si perpendiculara in D pe OB care se intersecteaza

in P. Demonstrati ca [OP este bisectoarea unghiului AOB .
Demonstratie: Construim desenul conform cerintelor — figura 1l. 81.

A
{'-1

D
B

Figura 11.81. Desenul problemei 6 (D.11.8)

Din triunghiurile AOPCsi AOPD, rezulta:
[cP =[DP]]

{[OC] = [0D] A,

= Cl = AOPC = AOPD = < DOP = COP

[oP]=[or] A
OPD =0PC

Din DOP = COP = [OP este bisectoarea unghiului AOB .

7. Fie M mijlocul segmentului [AB]. O dreapta ce trece prin M intersecteaza perpendicularele
in A si B pe AB in punctele C si D. Perpendiculara in M pe CD intersecteaza dreapta AC in P:
Demonstrati ca [PC]=[PD].
Demonstratie: Construim desenul conform cerintelor — figura Il. 82.

C Q
A B
M
P D

Figura 11.82. Desenul problemei 7 (D.11.8)

Din triunghiurile AAMC si ABMD , rezulta:

[AC]=[BD]

{[AmHMB] o
A ~ = CU = AAMC = ABMD = {ACM = BDM
CMA =DMB [CM]E [MD]

Din triunghiurile ACMP si ADMP , rezulta:
{[CM]E [MD]

= CC = ACMP = APMD = [PC|=[PD]
MP = PM
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8. Fie A, B, C, D, E puncte coliniare si P ¢ AB, astfel incat C este mijlocul segmentelor [AE]
si [BD], iar PC mediatoarea segmentului [BD]. Demonstrati ci APBA = APDE .

Demonstratie: In figura 11.83 construim desenul.
P

L
A B ' I E

Figura 11.83. Desenul problemei 8 (D.11.8)

[PA]=[PE] si [PB]=[PD]

AC = AB + BC

CE =CD+DE } = [DE|=[AB]

[BC]=[CD]

Din APBA, APDE avem:
PAl=[PE] |,
[PB]=[PD] = APBA = APDE.
[AB]=[DE]

9. O perpendiculara pe bisectoarea unui unghi O intersecteaza laturile unghiului in A si B, iar
bisectoarea unghiului in M.
a) Demonstrati ca M este mijlocul lui [AB];
b) Daca [AM] =3 cm si [OA] =5 cm, calculati perimetrul AAOB .
Demonstratie: In figura 11.84 construim desenul.
A7

M

B

Figura 11.84. Desenul problemei 9 (D.11.8)

a) Studiem AAOM si ABOM dreptunghice
[AM]=[BM]= M elamijloc

N N U A A
— JAOM =BOM _— AAOM = ABOM = {OAM = OBM
[oM]=[om] [0A]=[0B]
b) Pyaog =A0 +OB+AB =5+5+6=16 cm.
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10. Doua laturi ale unui triunghi au lungimile de 6 cm si respectiv de 8 cm, iar lungimea

inaltimii corespunzdtoare primei laturi este egala cu 4 cm. Calculati inalfimea corespunzitoare
laturii de 8 cm a triunghiului.

Rezolvare:

L;-h
latura ;1 = Ly = 6 cm, indltimea; = hy =4 cm = A, = 12 L =12 cm?

Lo-h 8-h
latura ; = L, = 8 cm, indltimea; = h, =?cm = A, = 22 2 _12em? =22 -12cm?
= h, =3cm.

11. Fie un AABC, astfel incat B= C . Demonstrati ci distanta d(B, AC)=d(C,AB).
Demonstratie: In figura 11.85 construim desenul.

A

B C

Figura 11.85. Desenul problemei 11 (D.11.8)

Analizam triunghiurile dreptunghice ABMC si ACNB .

{MABC = NeB I_—U>ABMC = ACNB = [MC]=[NB]= d(B,AC)=d(C,AB).
[C]=[cB]

12. Se considera figura 11.86. Daci [AD] este mediatoarea segmentului [BC|, demonstrati ca

AEC = AEB.
Demonstratie:
B
E
D A
{'1

Figura 11.86. Desenul problemei 12 (D.11.8)

[BD)=[DC] €

Din triunghiurile dreptunghice ABDE si ACDE = = ABDE = ACDE =
[ED]=[ED]

N N

[BE]=[CE] |m(AEC)=180°-m(CED)

= {DBE=DCE = {m(AEB)=180° —~m(BED) = AEC = AEB.

BED = CED CED =BED
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13. Desenati axele de simetrie pentru un dreptunghi, un patrat si un cerc si precizati numarul
acestor axe de simetrie.
Rezolvare: Dreptunghiul are 2 axe de simetrie, patratul 4 axe de simetrie, iar cercul o infinitate.

Figura 11.87. Axele de simetrie pentru un dreptunghi, un pdtrat i un cerc

14. Se considera triunghiul ABC astfel incat mediatoarea laturii BC intersecteaza dreapta AB in
punctul M si face cu aceasta un unghi de 30°. Demonstrati ca triunghiul MBC este echilateral.
Demonstratie: In figura 11.88 construim desenul.

M

[

[ 1 ,
BJ T D 1 {'_

Figura 11.88. Desenul problemei 14 (D.11.8)

Pentru ca AMBC si fie echilateral = MB = MC =BC

[B0]=[Dc] C2

Din triunghiurile dreptunghice AMBD, AMCD avem: { = AMBD = AMCD =

[MD]=[MD]
MB =MC
m(l\z ] = m[l\/ll\zj =30 = m(l\;l] =60 = m(I\A/I] = m[lgj = m(E\ZJ = 60°
B=C

= AMBC este echilateral, deoarece orice unghi a unui triunghi echilateral are 60°.
Sau: MD este bisectoare in AMBC isoscel, rezulta ca e si mediana si indltime si mediatoare.

AN

Din AMBC isoscel si m[Mj =60° = AMBC este echilateral.

15. Construiti cercul inscris si circumscris unui triunghi echilateral. Ce se observa?
Rezolvare: Se poate observa, din figura 11.89, ca I=0.
A

Figura 11.89. Desenul problemei 15 (D.11.8)
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E.Il. PARALELISM

E.IL1. UNGHIURI DETERMINATE DE DOUA DREPTE CU O SECANTA

O dreapta se numeste secantd a doud drepte, daca intersecteaza cele doud drepte in puncte
diferite.
Dreapta d se numeste secanta a dreptelor a si b, deoarece d na = {A} sidnb= {B} ,AsiB

fiind puncte diferite (figura 11.90).

171
374
i 6.5
° 7.8
\ 7t
d
Figura 11.90. Figura 11.91. Reprezentarea Figura 11.92. Reprezentarea
Dreapta d = secanta celor 8 unghiuri determinate de  celor 8 unghiuri determinate de 2
2 drepte cu o secanta drepte paralele cu o secantd

Doua drepte determind cu o secantd a dreptelor opt unghiuri care Tmperecheate intr-un
anumit mod poartd diferite denumiri dupa pozitiile pe care le ocupa fatd de dreptele date (figura
11.91). Patru dintre unghiuri sunt ascutite, iar patru obtuze. Astfel avem:

e 3,4,5, 6 =unghiuri interne;
e 1,2,7,8 =unghiuri externe;
e alterne = o pereche de unghiuri unul de o parte a secantei, iar celdlalt de cealalta parte;

e alterne interne: 3,5 sau 4,6 ;
e alterne externe: 1,7 sau 2, 8 ;
e corespondente: 1 si 5, 4 5i8,2s16,35si7;

AN AN AN AN

e interne de aceeagi parte a secantei: 3 si 6 , 4 si 5 ;
N N N N

e externe de aceeasi parte a secantei: 1 1 8,2 si 7 .

Daca dreptele sunt paralele, atunci:
e Perechile de unghiuri alterne interne, alterne externe, corespondente sunt congruente;
e Deoarece sunt unghiuri opuse la varf, rezulta ca toate unghiurile ascutite sunt congruente si
toate cele obtuze sunt congruente;
e Oricare unghi ascutit cu oricare unghi obtuz sunt suplementare.

Exemple: din figura 11.92 si pe baza celor mentionate anterior putem scrie:

N N
e m(3) +m(6) =180° , deoarece sunt unghiuri interne de aceeasi parte a secantei;

AN AN

e m(2) +m(7)=180° , deoarece sunt unghiuri externe de aceeasi parte a secantei.
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E.l11.2. DREPTE PARALELE. CRITERII DE PARALELISM

Doua drepte se numesc paralele, daca sunt coplanare si nu au nici un punct comun (figura
11.93). In caz contrar, dreptele nu sunt paralele (figura 11.94).

a b
C d
Figura 11.93. Drepte paralele Figura 11.94. Drepte neparalele
alb,anb=g cHd,cmd;t@

Teorema unghiurilor alterne interne (teorema de existenti a dreptelor paralele):
Daca doua drepte determind cu o secantd o pereche de unghiuri alterne interne congruente, atunci
dreptele sunt paralele.

Consecinte:

e Dacia doua drepte determina cu o secanta o pereche de unghiuri alterne externe congruente,
atunci dreptele sunt paralele.

e Daca douad drepte determina cu o secanta o pereche de unghiuri corespondente congruente,
atunci dreptele sunt paralele.

e Daci doud drepte determind cu o secantd o pereche de unghiuri interne de aceeasi parte a
secantei suplementare, atunci dreptele sunt paralele.

e Daca doua drepte determina cu o secanta o pereche de unghiuri externe de aceeasi parte a
secantei suplementare, atunci dreptele sunt paralele.

e Dacd doua drepte sunt perpendiculare pe aceeasi dreaptd, atunci ele sunt paralele.

Constructia unei drepte paralele cu o dreapta data se poate face cu rigla si raportorul, cu rigla
si echerul, precum si cu rigla si compasul.

E.I1.3. AXIOMA PARALELELOR. TRANZITIVITATEA RELATIEI DE PARALELISM

Axioma paralelelor (Axioma lui Euclid): Fiind data o dreapta si un punct exterior dreptei, exista
cel mult o dreapta careia 1i apartine punctul si care este paralela cu dreapta.

Teorema: Fiind datd o dreaptd si un punct exterior dreptei, existd o singurd dreapta careia 1i
apartine punctul si care este paralela cu dreapta data.

Teorema (tranzitivitatea relatiei de paralelism): Daca doua drepte sunt paralele cu a treia, atunci
ele sunt paralele intre ele.

E.IL.4. UNGHIURI DETERMINATE DE DOUA DREPTE PARALELE

Teorema: Doud drepte paralele determind cu orice secantd unghiuri alterne interne congruente
(reciproca teoremei unghiurilor alterne interne).
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Consecinte:
e Douad drepte paralele determind cu orice secantd unghiuri alterne interne externe congruente;
e Doua drepte paralele determina cu orice secanta unghiuri corespondente congruente.
e Doua drepte paralele determinad cu orice secantd unghiuri alterne interne de aceeasi parte a
secantei suplementare.
e Doua drepte paralele determina cu orice secanta unghiuri alterne externe de aceeasi parte a
secantei suplementare.

Teorema: Doua unghiuri cu laturile paralele sunt congruente sau suplementare.

E.11.5. PARALELE INTERSECTATE DE PARALELE. LINIA MIJLOCIE A UNUI
TRIUNGHI

Teorema: Doua drepte paralele care intersecteaza alte doud drepte paralele determind pe acestea
segmente congruente — figura 11.95.

D

dl

d2

d3 d4
Figura 11.95. Paralele intersectate de paralele
d1| d2; d3| d4 = (AD)=(BC), (AB)=(CD)

Linia mijlocie a unui triunghi este segmentul determinat de mijloacele a doud laturi ale
triunghiului — figura 11.96.
Observatie: Orice triunghi are 3 linii mijlocii.

M N

E C
P

Figura 11.96. Liniile mijlocii [MN], [MP], [NP] in AABC

Teorema liniei mijlocii: Linia mijlocie a unui triunghi determinata de mijloacele a doua laturi ale
triunghiului este paraleld cu cea de-a treia laturd si are lungimea egalda cu jumatate din lungimea
acesteia.

Exemplu: citind figura 11.96, avem relatiile pentru cele trei linii mijlocii ale AABC :
MN :B—C; MP=£; NP:ﬁ.
2 2 2
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E.Il.6. EXERCITII SI PROBLEME

1. Fie AABC. Paralela prin C la AB se intersecteaza cu paralela prin B la AC in D.
Demonstrasi cd AABC = ADCB.
Demonstratie: In figura 11.97 construim desenul.

D
Figura 11.97. Desenul problemei 1 (E.11.6)

Analizand AABC si ADCB , observam ca:

ABC =DCB din AB| BC

A N ULU
ACB =DBC din AC||BD = AABC=ADCB.
[BC]E [BC]

2. 1Infigura 11.98, D este mijlocul lui [AB], E este mijlocul lui [AC], M este mijlocul lui
[AD], N este mijlocul lui [AE], iar BC = 12 cm. Calculati MN.

Rezolvare:
B C
Figura 11.98. Desenul problemei 2 (E.11.6)
DE = B—ZC = % = 6cmeca linie mijlocie in AABC.
MN = % = g = 3Cmca linie mijlocie in AADE .
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3. Infigura 11.99, PargH =18cm. Calculati PyrgT , stiind cd F este mijlocul lui [RT], H este
mijlocul lui [ST], G este mijlocul lui [RS].

Rezolvare:
R

T
Figura 11.99. Desenul problemei 3 (E.I1.6)

PyrcH = FG +GH + HF =18cm

Relatiile pentru liniile mijlocii din ARST sunt:

FHz%:RS:Z-FH, GH:R—;:RT:ZGH, GF:§:>TS:2-GF.

Rezultd ci: PArg = RS+ST +RT =2-(FH +GH + GF) = 2-Pyrgy = 2-18=36cm?.

4. Utilizand figura 11.100, scrieti masurile unghiurilor x, y, z.

Rezolvare:
m / N\

/v

11IZI°\

Figura 11.100. Desenul problemei 4 (E.11.6)

X =56°8", deoarece unghiurile ascutite in cazul a doud drepte paralele tiiate de o secantd, sunt
N N

congruente. Rezulta automat ca m = n, sunt unghiuri obtuze care, in cazul a doua drepte paralele
taiate de o secantd, sunt congruente.

Deci, in jurul punctului O avem: 56°8'+56°8'+2-n=360" = n=123"52'=y, ca si unghiuri
corespondente.

z+110° =180°, ca unghiuri suplementare, deci z =70,

5. Se considera trei segmente [AB], [CD], [EF] care au acelasi mijloc P. Sa se arate ca
AC| BD, AE || BF, ED| CF.
Demonstratie: In figura 11.101 construim desenul.

AN

Din AAPC = ABPD = ACP =BDP alterne interne si secanta CD = AC || BD.

AN AN

Din AAEP = ABFP = AEP = BFP alterne interne si secanta EF = AE || BF.
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N AN

Din ADPE = ACPF = DEP = CFP alterne interne si secanta EF = DE || CF.

A

C D

B
Figura 11.101. Desenul problemei 5 (E.11.6)

6. Segmentele [AB] si [CD] se intersecteaza in O si AO = BO, CO = OD.

Demonstrati ca AC|| BD.
Demonstratie: In figura 11.102 construim desenul.

{'-1
A B
D\/
D
Figura 11.102. Desenul problemei 6 (E.11.6)

Analizaim AAOC i ABOD.

[r;0]=[BO] |\ A
[co]=[0D] = AAOC =ABOD = CAO = DBO alterne interne =AC||BD.

AOC =BOD
7. In AABC, D si E sunt respectiv mijloacele segmentelor AB si BC. Dacia BC = 18 cm,
m(B)=63" si m(CE ) =132°, aflati DE, m(ADE].

Rezolvare: In figura 11.103 construim desenul.

D E

132°
B 63" c

Figura 11.103. Desenul problemei 7 (E.11.6)
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DA
[ ]:> DE :B—zcz%zgcm,DE linie mijlocie in AABC.

. [0

[CE]=[EA]
. m[ADEj =63 = m[B].
8. In AABC, P, Q, R sunt respectiv mijloacele [AB],[AC][BC].

Demonstrati ca AAPQ = AQRC = APBR = ARQP.
Demonstratie: In figura 11.104 construim desenul.

T\,

Figura 11.104. Desenul problemei 8 (E.11.6)

{{22]]2[;;1]: PQ este linie mijlocie = [PQ]=[BR]=[RC]
{Egt {gi]]j RQ este linie mijlocie = [RQ]E [BP]E [PA]
{Ez]]i[[l;i]]: PR este linie mijlocie = [PR]=[AQ]=[QC]

[PQ]=[BR]=[RC] |,
Din {[RQ]=[BP]=[PA] = AAPQ=AQRC =APBR =ARQP.

[PR]=[AQ]=[QC]

AN

9. Fie AD bisectoarea BAC in AABC si M e DC . Paralela prin M la AD, intersecteaza
dreapta AC si AB in E, respectiv F. Sa se arate ca AAFE este isoscel.
Demonstratie: In figura 11.105 construim desenul.

{"-1

D M
Figura 11.105. Desenul problemei 9 (E.11.6)

AN

AD || FM " o :
= DAE = AEF unghiuri alterne interne.

AC —secanta
AD || FM
BF —secanta

AN

}: BAD = AFE unghiuri corespondente.
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DAE = AEF
BAD = AFE = AEF = AFE = AAFE isoscel.
BAD = DAE

AN

10. Fieuntriunghi AABC Stiind ca m(ABC] = m(ACBJ =50° si ca printr-un punct

De (AC) se duce paralela la AB, care intersecteaza dreapta BC in punctul E, sd se demonstreze ca

m(CED] =50°si m[CDE] = m(BACJ :
Demonstratie: In figura 11.106 construim desenul.

A

D

Figura 11.106. Desenul problemei 10 (E.11.6)

AB || DE " n N N .
= ABC =CED = m| ABC |=m| CED |=50";
BC —secanta

AB || DE
AC —secanta

= m(BACJ = m(CDEJ, ca unghiuri corespondente.

F.II. PROPRIETATI ALE TRIUNGHIURILOR

F.Il.1. SUMA MASURILOR UNGHIURILOR UNUI TRIUNGHI. UNGHI EXTERIOR UNUI
TRIUNGHI. TEOREMA UNGHIULUI EXTERIOR

In figura 11.107 sunt figurate aceste notiuni.

Teorema: Suma masurilor unghiurilor unui A
triunghi este de 180°.

Un unghi exterior unui triunghi este un unghi
adiacent cu unul din unghiurile unui triunghi si
este suplementar cu el.

Un unghi exterior unui triunghi este mai mare A A A
decat oricare din unghiurile triunghiului | Figura 11.107. m(Aj+m(B]+m(C):180°
neadiacent cu el.

I B D

Teorgma ‘unghlu.lm‘ exterior: Mégura unui | ABD l=ml A l+ml € 1=180° —ml ABC
unghi exterior unui triunghi este egala cu suma
masurilor unghiurilor triunghiului neadiacente

cu el.

Orice triunghi are sase unghiuri exterioare.
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F.I1.2. MEDIANA. CONCURENTA MEDIANELOR UNUI TRIUNGHI

Mediana unui triunghi este un segment determinat de un varf al triunghiului si mijlocul
laturii opuse. Orice triunghi are trei mediane.

Teorema (teorema de concurenta a medianelor unui triunghi): Medianele unui triunghi sunt
concurente. Punctul lor de concurenta se noteaza cu G si se numeste centrul de greutate al
triunghiului. G se afla pe fiecare mediana la doua treimi fatd de varf si o treime fata de baza -
figura 11.108.

Figura I1.108. Teorema de concurenti a medianelor
[AA’], [BB’], [CC’] sunt medianele AABC, G = centrul de greutate
2 2 2 1 1 1

AG=—-AA' BG=--BB'; CG=—-CC";GA'==-AA"; GB'==-BB'; GC'==CC'
3 3 3 3 3 3
Exemplu: Daca in figura 11.108 se stie ca: AA'=15cm, BG =12cm, GC'=4,5¢cm, aflati AG, GB’,
cC’.
2 2 1

Rezolvare: AG =§~AA':§-15=1OCm; GB'=§BB'= ~g-BG =6cm; CC'=3-GC'=135cm.

1
3
F.IL3. PROPRIETATILE TRIUNGHIULUI ISOSCEL

Triunghiul isoscel este triunghiul care are doua laturi congruente.
S

I M
Figura 11.109. ASIM isoscel

AN N N

cu [IM] baza, S - unghiul opus bazei, |, M - unghiurile alaturate bazei

Teoremai: Daca un triunghi este isoscel, atunci unghiurile alaturate sunt congruente.
Teorema: Daca doud unghiuri ale unui triunghi sunt congruente, atunci triunghiul este isoscel.
Teorema: Bisectoarea unghiului opus bazei unui triunghi isoscel este indlfime.

Teorema: Daca bisectoarea unui unghi al unui triunghi este si indl{ime a triunghiului, atunci
triunghiul este isoscel.

Teorema: Bisectoarea unghiului opus bazei unui triunghi isoscel este 1ndltime, mediand si
mediatoare.
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Teorema: Daca mediana bazei este si bisectoarea unghiului opus bazei, atunci triunghiul este
isoscel.

Teorema: Daca unul din varfurile unui triunghi apartine mediatoarei laturii opuse, atunci triunghiul
este isoscel, iar mediatoarea este bisectoare, mediana si inaltime.

Teorema: Oricare ar fi un triunghi isoscel, mediatoarea bazei triunghiului este axa de simetrie a
triunghiului.

F.IL.4. PROPRIETATILE TRIUNGHIULUI ECHILATERAL
Triunghiul echilateral este un triunghi cu toate laturile egale — figura 11.52.

Teorema: Unghiurile unui triunghi echilateral sunt congruente.
Teorema: Daca unghiurile unui triunghi sunt congruente , atunci triunghiul este echilateral.

Teorema: Intr-un triunghi echilateral bisectoarea, inalfimea, mediatoarea si mediana
corespunzatoare aceleasi laturi coincid.

F.IL5. PROPRIETATILE TRIUNGHIULUI DREPTUNGHIC

Triunghiul dreptunghic este triunghiul care are un unghi drept. Latura care se opune
unghiului drept se numeste ipotenuzd [AC], iar celelalte doua laturi [AR ], [RC]se numesc catete —
figura 11.54.

Triunghiul dreptunghic isoscel este un triunghi dreptunghic cu catetele congruente.

Teoremi: Unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic isoscel au miasura de 45° fiecare.

Teorema: Oricare ar fi un triunghi dreptunghic, lungimea medianei corespunzatoare ipotenuzei este
egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei.

Teorema reciproca: Dacd mediana unui triunghi are lungimea egald cu jumatate din lungimea
laturii corespunzatoare, atunci triunghiul este dreptunghic si are ipotenuza latura corespunzatoare
medianei.

Teorema (teorema 30 — 60 — 90): Oricare ar fi un triunghi dreptunghic cu masura unui unghi de
30°, cateta ce se opune acestui unghi are lungimea egald cu jumitate din lungimea ipotenuzei.

Teorema (reciproca teoremei 30 — 60 — 90): Daca o catetd a unui triunghi dreptunghic are
lungimea egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei, atunci unghiul ce se opune catetei are masura

de 30°.
F.IL.6. RELATII INTRE LATURILE SI UNGHIURILE UNUI TRIUNGHI

Teorema: Oricare ar fi un triunghi cu doua laturi necongruente, laturii mai mari i se opune unghiul
mai mare.

Teorema (teorema reciprocd): Oricare ar fi un triunghi cu doud unghiuri necongruente, unghiului
mai mare i se opune latura mai mare.

Teorema: Suma lungimilor a doua laturi ale unui triunghi este mai mare decat lungimea celei de-a
treia latura.
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F.A1.7. EXERCITII SI PROBLEME

1. Demonstrati ¢ un triunghi isoscel care are un unghi cu misura de 60° este echilateral.
Demonstratie: \Vom face analiza pe figura 11.109, care este un triunghi isoscel de baza [IM].

Putem aborda aceasta problema sub 2 aspecte:
N

o In ASIMavem: [SI]=[SM]si I=M.

Presupunem ca m( I] =60°,

= m(IJ = m[MJ =60°, dar cum m(l}r m[M}L m[S] =180° = m(S] =180° -60° —60°
= m(SJ:60°.

e Presupunem ci m[S] =60°.

Din datele problemei stimca | = M si ca m{ I J + m[MJ + m[S] =180°, adica

2~m(|]+60° =180° :>2-m[|]=120° :m(lsz(MJ=60°.

Prin urmare, putem concluziona:

Orice triunghi isoscel care are un unghi cu masura de 60° este echilateral.

AN

2. Fie un triunghi dreptunghic AABC cu ipotenuza [BC], m(Bj =30°, MN L AB si MB este

% din BC — figura 11.110. Demonstrati ca: MN = %AC.

Demonstratie:

M

B 30° 1A
N
Figura 11.110. Desenul problemei 2 (F.11.7)

m[AJ =90°
m[BJ =30°

in AMNB, m(B]:30°, MN L AB = MN =

1

:>AC=2-BC

.BC =

N |~

-MB:%- -2-AC:>|\/IN:%AC.

N |-
Wl

Wl
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3. Fietriunghiul isoscel AABC cu baza [BC] si [AD] indltime. Daca BD :%-AB ,

demonstrati ca AABC este echilateral.
Demonstratie: In figura 11.111 construim desenul.

A

B C

D
Figura 11.111. Desenul problemei 3 (F.11.7)

m[D] =90°, AD L BC=BD = % = m(BADJ =30°, m[BJ =60° = AABC este echilateral.

4. Fie triunghiul echilateral AABC si D punctul ce apartine semidreptei opuse semidreptei
[BA, astfel incat [BD]=[AC]. Demonstrati ca m( BCDJ =30°.

Demonstratie: In figura 11.112 construim desenul.
A

D
Figura 11.112. Desenul problemei 4 (F.11.7)

[BD]=[AC]

[BC]=[AC]

m[BCD] = {180° - m[DBCH 2= b80° —-120° ]: 2=30°

Deci, m(BCDJ =30°.

ABCD este isoscel, deoarece { = [BC]=[BD]
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5. Medianele [BE] si [CD] ale unui triunghi isoscel AABC cu baza [BC] se intersecteazi in
O. Demonstrati ca AO 1. BC.
Demonstratie: In figura 11.113 construim desenul.
A

A
Figura 11.113. Desenul problemelor 5,7 (F.11.7)

AABC este isoscel cu baza [BC]
[BE] si [CD] sunt mediane
[AA']~ [BE]~[CD]={0}= centru de greutate

Rezulta ca AO este mediana .
Dar AO este mediana in triunghiul isoscel AABC, rezulta ca este si inaltime= AO | BC.

AN

6. Fie un triunghi dreptunghic AABC, in care m[AJ =90° si [AD] este indlfime.

Demonstrati ca :
a) AD < B—ZC;

b) daca AD :%,atunci B=C,

c)AD<%-(AB+BC+CA).

Demonstratie: In figura 11.114 construim desenul.
{'_1

M
D

A B
Figura 11.114. Desenul problemei 6 (F.11.7)

" BC BC
2

a) Fie AM mediani in AABC. In, m[D =90° = AD < AM :7:>AD <—.
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b) AD = % si AM = B—ZC = AD = AM , iar indl{imea este si mediana = AABC este isoscel,

N N

deci B=C.

c) in AABD, AD <AB; in AADC, AD <AC.

Din demonstratia a) avem: AD < % =2-AD <BC

Adunand cele trei relatii obtinem:

AD+AD+2~AD<AB+AC+BC:>4-AD<AB+AC+BC:>AD<%-(AB+BC+CA).

7. Demonstrati ca medianele corespunzitoare laturilor congruente ale unui triunghi isoscel
sunt congruente.
Demonstratie: Utilizam figura 11.113 pentru rezolvarea problemei.

AABC - isoscel = [AB] = [AC]
[AD]
[AE]

[BD]

0] = [A0]=[E0]= ] - [ec)

[BE], [CD] - mediane :>{

[AB]=[AC]
Analizand triunghiurile AABE si AACD = <[AE|=[AD] = AABE = AACD = [BE]=[CD].

BAC = CAB

AN

8. Fie un triunghi dreptunghic AABCcu ipotenuza [BC]. Daca m(B]=75° si lungimea

inaltimii AD este de 2 cm, calculati lungimea ipotenuzei.
Demonstratie: In figura 11.115 construim desenul.

A

E 75° C
D 0
Figura 11.115. Desenul problemei 8 (F.11.7)

in AABC dreptunghic in A, AO este mediani, iar AD este inaltime.
Deci, AO = B—ZC =BO = m(AOB] =180 -2-75" =30°

AN

In dreptunghic AADC, m( D] =90° aplicAnd teorema 30-60-90

:>AD:£:£- BC :E-BC:Z:E-BC:BC:8cm.
2 2\ 2 4 4
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9. Masurile unghiurilor BAC, CBA, ACB ale unui triunghi sunt respective proportionale cu
numerele 3, 2 si 1. Stiind ca M este mijlocul laturii [BC], calculati perimetrul AABM , stiind ca
BC =10cm.

Demonstratie: In figura 11.116 construim desenul.

{'-1

i |

A B
Figura 11.116. Desenul problemei 9 (F.11.7)

Fie A, B, C masurile unghiurilor.
A_B C A+B+C 180°
3 2

== = 30°=A=90";B=60"; C=30".
1 3+2+1 6

AN

in AABC, AM este mediana, deci AM = B_2C = MB = AABM este isoscel cu m(B} =60°, rezulta
ca AABM este echilateral, iar perimetrul va fi: Papgy =3-AM =3-5=15cm.

10. Fie un triunghi AAOBsi un punct C, astfel incit O e (AC). Paralela prin C la AB

/AN N

intersecteaza BO in D. Daca ABO > BAO, demonstrati ca AC>BD.
Demonstratie: In figura 11.117 construim desenul.

A

D

{'_1
Figura 11.117. Desenul problemei 10 (F.11.7)

in AAOB, avem m(ABO] > m[BAOJ — AO > BO.

DC|| AB = BAO = OCDsi OBA = ODC

Rezulta ¢a ODC > OCD = OC > 0D
AO+0C>BO+0D= AC>BD
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