Motto:

*

Maria Agnezi
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ITI. PROBLEME DE SINTEZA pentru clasa a VI-a

I11.1. PROBLEME DATE LA OLIMPIADE/CONCURSURI/EVALUARI

1. Inurma unui concurs, celor trei premianti li se imparte o suma de bani astfel: unul dintre ei
primeste 1/4 din suma intreaga, al doilea primeste 1/6 din intreaga suma, iar al treilea primeste
restul de 413 lei. Calculati suma primita de fiecare premiant.

Evaluare in educatie la matematica
Etapa | — 16.10.2010, clasa a VI-a
Rezolvare:

NP o - 1 1 5 .. . 9 <
Primii doi premianti au primit la un loc: 2 + 5= 12 din suma intreaga, rezulta

ca al treilea premiant a obtinut diferenta de 1— % = é din suma intreaga

%din suma reprezinta 413:7 =59lei
. .1 3 T g .
Primul a primit 2 = o din suma, adica 3-59=177lei

Al doilea a primit % = é din suma, adica 2-59=118lei

2. Se considerd numerele a; =1, a, =a; -2, ag =a, -3...,a19 =ag -10, iar numerele
b]_ =d1 +3, b2 =dj +3 ..., blO =adjpo +3.
a) Calculati az;
b) Determinati penultima cifrd a numarului ag;
¢) Determinati valorile lui n € {1,2,...,10} pentru care numarul by, este patrat perfect.

Evaluare in educatie la matematica
Etapa | — 16.10.2010, clasa a VI-a

Rezolvare:

a) ay=1.2-3-4-5-6-7 =5040;

b) ag =a7 -8-9=5040.72=2362880, penultima cifra este 8;

c) Numerele by =4 = 22, b3 =9= 3% sunt patrate perfecte.

b, = 27nu este patrat perfect.

Pentru n > 5, ultima cifrd a numarului b, este 3, deci b, nu este patrat perfect.

3. Numarul de patrate perfecte din multimea P = {01,12 , 23,34,45,56 }este egal cu...

Evaluare in educatie la matematica
Etapa | — 16.10.2010, clasa a Vl-a

Rezolvare: P = {01,12,23,34,45,56 }= {02,12,23'(32 )2’(25)2’(53)2}

Numarul de patrate perfecte din mulfimea P este egal cu 5.
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4. Fie multimea A = {x € N‘X =2P p2 ,peN,0<p< 6}. Numarul elementelor multimii A este

egal cu...
Evaluare in educatie la matematica
Etapa | — 16.10.2010, clasa a Vl-a
Rezolvare:
Pentru p=0= A = {l}
Pentru p=1= A= {1}
Pentru p=2= A= {0}
Pentru p=3=A={-1¢N
Pentru p=4= A= {0}
J

Pentru p=5=A={7
Numarul elementelor multimii A este egal cu 3.

5. Un poet vrea sa scrie o poezie cu forma fixa si, dupa fiecare patru versuri, pune semnul
exclamarii, 1ar dupd fiecare sase versuri, semnul Intrebdrii. Dacd se Intdmpla sd fie nevoie s puna
ambele semne, va folosi puncte de suspensie, nescriind deci la sfarsitul acelui vers nici semnul
exclamarii, nici semnul Intrebarii:

a) Determinati numarul semnelor folosite, daca poezia ar avea 12 versuri;
b) Determinati numarul semnelor folosite, daca poezia ar avea 29 versuri;
c) Stiind ca poetul a folosit 31 de semne de exclamare, 15 semne de intrebare si a pus de 15 ori
puncte de suspensie, sd se determine numadrul de versuri ale poeziei, stiind ca acest numar este
impar.

Concursul National Interdisciplinar + Poezie,

Etapa judeteana — 27.03.2010, clasa a Vl-a

Rezolvare:
a) Daca poezia are 12 versuri avem:
My = {4;8;12} —>ca ar fi posibile 3 semne de exclamare

Mg = {6;12} =>ca ar fi posibile 2 semne de intrebare

Dar 12 este divizibil si cu 4 si cu 6, deci la versul 12 se pun puncte de suspensie, rimanand 2 semne
de exclamare la versurile 4 si 8, respectiv 1 semn de Intrebare la versul 6.

b) Daca poezia are 29 versuri avem:

M, = {4;8,12;16;20; 24; 28} = ci ar fi posibile 7 semne de exclamare

Mg = {6;12,’].8;24} =>ca ar fi posibile 4 semne de intrebare

Dar 12 si 24 sunt divizibile si cu 4 si cu 6, deci la versurile 12 si 24 se pun puncte de suspensie,
ramanand 5 semne de exclamare la versurile 4, 8, 16, 20, 28, respectiv 2 semne de intrebare la
versurile 6, 18.

¢) Rationam invers. Avem de 15 ori puncte de suspensie, deci numarul de versuri este intre
15-12=180si 16-12—-1=191. Numarul de versuri cu numarul de ordine multiplu de 6 este
15+15=30, deci numarul de versuri este intre 30-6=180si 31-6—1=185. in fine, numirul
versurilor cu numarul de ordine 4 este 31+15=46, deci numadrul total de versuri este intre
46-4=184si 47-4-1=187. Asadar, singurele valori posibile sunt 184 si 185, dar numarul de
versuri este impar, deci poezia are 185 de versuri.

111



6. Daca x+3y=10si 2y+z =12, atunci media aritmetica a numerelor m =3x +11y + z si

n=x+9y+3z este...
Concursul National de matematica Lumina Math,
Editia a XIV-a, 2010, clasa a Vl-a

Rezolvare:
M, = m+n _ 3X+1ly+z+x+9y+3z _ 4x + 20y +4z —2x+10y+22
2 2 2
X+3y=10 -2  (2x+6y=20
= 2X+06y+4y+22=44=2x+10y+22=M, =44
2y+z=12 |2 4y +2z =24

7. Stiind ca 4a+5b+2c=16si 2a+b+2c=6, produsul (a+2b)-(3a+3b+2c)este egal cu...

Concursul National de matematica Lumina Math,
Editia a XIV-a, 2010, clasa a VI-a

Rezolvare:
4a+5b+2c=16
:>4a+5b+20—2a—b—20:16—6:>2a+4b:10|:2:>a+2b:5
2a+b+2c=6
4a+5b+2c=16
:>4a+5b+2c+2a+b+2c=16+6:>6a+6b+4c=22|:2:>3a+3b+20:11
2a+b+2c=6

Rezultd ci: (a+2b)-(3a+3b+2c)=5-11="55.

8. Suplementul complementului unui unghi X are misura de 120°.
Concursul National de matematica Lumina Math,
Editia a XIV-a, 2010, clasa a Vl-a

Rezolvare:
180° — (90o - X)= 120° =90° + X =120° = X =30°

N N

9. Suma a doud unghiuri adiacente AOB si BOC este egald cu “m”, 0° <m <180°. Daca

m| COB R
_1 5

———=< =—, care este masura AOB in functie de m i n?
m(A BJ

Concursul National de matematica Lumina Math,
Editia a XIV-a, 2010, clasa a VI-a

Rezolvare:

m[AOB + m(COBJ =M= m[AOB] =m- m[COBJ

m COB N N N N N

Y m(COB] = m(AOB] =n- m[COBJ + m[COBJ =m= m(COB] (n+1)=

n

m(AOB

ml coB =™ — ml A0B |=m-m coB |=m__M__m-(M+Y-m _mn+m-m_ mn
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
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10. Se considera unghiurile adiacente AOB si BOC . Bisectoarele unghiului AOB formeaza cu

AN

semidreapta (OC un unghi cu miasura de 75°, iar bisectoarea unghiului BOC formeazi cu

semidreapta (OA un unghi drept. Masura unghiului AOC este egala cu...

Concursul National de matematica Lumina Math,
Editia a XIV-a, 2010, clasa a Vl-a

Rezolvare:
A M
B
a
Fi |
b
b c
O
Figura I11.1. Desenul problemei 10 (111.1)
m(AOB}:Za
m(BOC]=2b
a+2b=75° . S a=235°
—33a+3b=165 [{3=>a+b=55 =
b+2a=90" b=20°

11. Efectuati urmatoarele operatii de unghiuri, precizand rezultatul final:
(86° - 7012'54"): 7+ (11045'—7 012'54")- 7.
Concursul National de matematica Lumina Math,
Editia a XIV-a, 2010, clasa a VI-a
Rezolvare:

(860 - 7012'54"): 7+ (11045'—7°12'54")- 7= (85059'60"—7012'54"): 7+ (11°44'60"—7°12'54")- 7=
=T78°47'6": 7+ 4°32'6"7 =11°1518"+31°44'42"= 43°

12. Daca B este simetricul punctului A fata de punctul C si lungimea segmentului AB este 10cm,

atunci lungimea segmentului 3BC + 4AC este:
Concursul National de matematica Lumina Math,

Editia a XIV-a, 2010, clasa a Vl-a
Rezolvare:
Din enuntul problemei rezulta: AC=BC, iar AB=10 cm, deci AC=BC=5 cm
3BC+4AC =3-5+4-5=35cm

A C B
& » #
Figura I11.2. Desenul problemei 12 (111.1)
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13. Intr-o urna sunt 2011 bile. Doi elevi A si B se joac astfel: mai intdi elevul A extrage din
urna cel putin o bila si cel mult 10 bile, apoi elevul B extrage din urna cel putin o bila si cel mult 10
bile, apoi elevul A extrage din urna cel putin o bild si cel mult 10 bile si tot asa pand se termina
bilele din urna. Castiga elevul care extrage ultima bila din urnd. Aratati ca exista o strategie ca unul
dintre elevi sa castige tot timpul.

Olimpiada Nationala de Matematica, etapa judeteand
Bihor, 12.03.2011

Rezolvare:
Deoarece un jucator ia minim o bild si maxim 10 bile la o extragere, Inseamna ca jucatorul A poate
sa conduca jocul, astfel incat numarul de bile din urna sa scada tot timpul cu 1 + 10 =11 bile astfel:
daca B scoate b bile atunci A scoate a bile, asa incat a + b=11.
Avem 2011=11-182+9.
Jucdtorul A scoate mai intai 9 bile, astfel in urna raman 11-182 bile.
Jucatorul B scoate b bile, atunci A scoate a bile, asa incat a+b=11 si tot asa, astfel incat dupa ce A
scoate bile, in urna ramane un multiplu de 11 de bile.
Daca A respecta aceasta regula pana la sfarsit, sigur va castiga.

14. Sa se determine numarul natural n si numerele naturale prime p si q, p < g, care verifica
egalitatea: p? +qP —5" =8360.
Olimpiada Nationala de Matematica, etapa judeteana

Botosani, 02.04.2011
Rezolvare:

5" are ultima cifrd 1 sau 5
Daca p si q au aceeasi paritate, atunci relatia este falsa.
Aceasta implica p =2 si q impar.

Ultima cifid a lui 29 este 2 sau 8.
Ultima cifrd a lui q° este 1 sau 9

Ultima cifrd a lui 29 + q2 este 1,3,7,9, implica n=0.
Rezulta: q = 13.

15. Calculati valoarea lui x din:
1+2+3+..+2010 _ X
2010-2009+2008-2007+...+4-3+2-1 i+ 1 N 1 - 1
1.2 2-3 3-4 7 2010-2011
Olimpiada Nationala de Matematica, etapa locala
Bihor, 12.02.2011

Rezolvare:

1+2+3+..+2010=1005-2011
2010-2009+2008—-2007+...+4—-3+2-1=1005

1 1 1 1 11 11 1 1 2010

—t—+— .= ..+ - =
1.2 2.3 34 2010-2011 1 2 2 3 2010 2011 2011
Prin inlocuire in relatia initiala, obtinem:

1005-2011 X
005 2010:>X—2010
2011
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16. Masurile unghiurilor formate in jurul unui punct O sunt exprimate prin puteri ale
numarului 5. Aflati numarul minim de unghiuri in conditiile date.(GM 10/2010)
Olimpiada Nationala de Matematica, etapa locala
Bihor, 12.02.2011
Rezolvare:
Suma masurilor unghiurilor in jurul unui punct este 360° si 5* > 360°= n<3 .
Pentru a avea cat mai putine unghiuri masurile lor trebuie sa fie cat mai mari.
Deoarece 5° = 125 jar 3 - 5° > 360%si 2 - 5° < 360° obtinem ca 2 unghiuri au masura 53 grade.
Observam ci putem alege 4 unghiuri de masura 57 grade si 2 unghiuri de masuri 5 grade:
360°=2-(5%)%+4-(59)°+2-(5%°
Deci, numarul minim de unghiuri este 8.

17. Punctul O este situat pe n drepte diferite ( n > 2 ). Toate unghiurile formate in jurul
punctului O sunt ascutite.
a) Exprimati, in functie de n, numarul de unghiuri formate in jurul punctului O;
b) Determinati cea mai mica valoare posibila a numarului n;
¢) Daca n= 3, aratati ca cel putin doua dintre unghiurile formate in jurul punctului O au masuri mai
mari sau egale cu 60°.
Evaluare in educatie la matematica
Etapa a Il-a—20.02.2010, clasa a VI-a
Rezolvare:
a) Numarul de unghiuri este egal cu 2n.
b) Daca n =2, in jurul punctului O sunt patru unghiuri, 2 ascutite si 2 obtuze. Deci n>3.
Pentru n = 3 exista configuratie favorabila.
¢) Daci toate masurile celor 6 unghiuri ar fi mai mici decat 60°, atunci suma lor ar fi mai mica
decat 360°, contradictie. Deci, cel putin unul dintre unghiuri are masura mai mare sau egala cu 60°.
Cum cele trei drepte formeaza trei perechi de unghiuri opuse la varf congruente, rezulta ca cel putin
doua dintre unghiuri au masuri mai mari sau egale cu 60°.

18. Se considerd numarul a = 8'+ 82 + 8%+ ...+ 8%
a) Determinati restul impartirii numarului a la 10.
b) Aratati ca a este multiplu al lui 9.
C) Ardtati ca numarul a nu este patrat perfect.
Evaluare in educatie la matematica
Etapa a ll-a—19.02.2011, clasa a VI-a
Rezolvare:
a) Grupand termenii cate patru consecutivi, formam 5 grupe. Ultima cifra a sumei din fiecare grupa
este 0. Rezulta ca a se divide cu 10. Restul cerut este 0.
b) Grupand termenii cate doi consecutivi, formam 10 grupe. Suma numerelor din fiecare grupa se
divide cu 9. Rezulta ca a se divide cu 9.
¢) Numarul a se divide cu 8, dar nu se divide cu 16, deci nu este patrat perfect.

19. Masurile unghiurilor unui triunghi ABC sunt direct proportionale cu 2; 7 si 9. Aratati ca
triunghiul ABC este dreptunghic.

Evaluare in educatie la matematica

Etapa a Ill-a—21.05.2011, clasa a Vl-a

Rezolvare:

. . . o . o A B C
Fie A, B si C masurile unghiurilor triunghiului ABC. Avem: > = 7 = 9
pvem; A B _C_AYB4C_100 .

2 7 9 18 18

Rezultd cd C=9-10° =90° deci triunghiul ABC este dreptunghic.
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20. Numerele intregi x, y si z verifica relatiile: Xx<y—-3z—-2, y>-4x—-2z+3, z>3x+2y-5.
Aratati ca numarul X +y -z se divide cu 3.
Evaluare in educatie la matematica
Etapa competitionala — 12.06.2011, clasa a Vl-a
Rezolvare:
Relatiile din enunt sunt echivalente cu
X+y-32-22>0
4x+y+22-32>0
-3x-2y+z+5 >0
Adunand membru cu membru cele trei relatii obtinem 0 > 0.
Deducem ca toate inegalitatile devin egalitati.
Adicadx+y+2z-3=0,decix+y-z=3-3x-32=M;s.

21. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢ si numarul natural prim X stiind c4, %= g
Cc . .
Ve iar a® + b®+ ¢? este numar prim.
X
Evaluare in educatie la matematica
Etapa competitionala — 12.06.2011, clasa a VI-a
Rezolvare:
o a b ¢
Se obtine sirul de rapoarte egale: — = —=—=
2x 5x 20
Se demonstreaza ci ke N.
2 2 2
: a“+b°+c
Obtinem: k? = D de unde deducem k =1.
29x“ +400

Daci X2 = M3 +1, numarul 29x2 + 400 se divide cu 3, contradictie.

Daca X =3, numarul 292 +400 este egal cu 661 care este numar prim.
Obtinem: a =06, b=15, c=20.

22. a) Aratati ca este posibil sa agsezadm pe un rand 20 de numere intregi nenule (nu neaparat
diferite) cu suma strict pozitiva, astfel incat suma oriciror trei numere alaturate sa fie strict
negativa.

b) Demonstrati ca nu se pot aseza pe un cerc 20 de numere intregi cu suma strict pozitiva, astfel
incat suma oricaror trei numere aldturate sa fie strict negativa.

Olimpiada Nationala de Matematica, etapa nationala, clasele V-VI
Arad, 2011

Rezolvare:

a) Un exemplu este: 17, -9, -9, 17, -9, -9, ...,17, -9, -9, 17, -9.

b) Presupunem ca numerele a;,a,,..,aggsunt asezate pe cerc in aceastd ordine, in sensul de
miscare al acelor ceasornicului, a4 fiind cel mai mare numar.

Daca aj <0, atunci toate numerele sunt negative, deci suma lor este negativa.

Daca a; >0, atunci ap +ag <0, deci

S=aj+ay +..+ay =(ay +az)+(as +ag +ag)+...+(ajg +ay +a;)<0.
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23. Intr-o urna sunt bile numerotate de la 3 pana la 27.
a) Numarul de bile din urna este egal cu... .
b) Probabilitatea ca, extragand din urna o bila, aceasta sa fie numerotatd cu un numar par este egala
CU... .
Evaluare in educatie la matematica
Etapa a Ill-a —21.05.2011, clasa a Vl-a
Rezolvare:
a) Numarul de bile din urna este de 25 de bile.

b) P = ;—é = 0,48, deoarece din cele 25 de bile doar 12 sunt numerotate cu numere pare.

24. Consideram numercle naturale nenule a, b, ¢, astfel incat (a +1)b = (a + 25)C. Demonstrati

ca b+c este multiplu de 4.
Olimpiada Nationala de Matematicad, etapa nationald, clasele V-VI

Arad, 2011
Rezolvare: Este evident ci b > ¢, deci putem scrie (a+25)° = (a+1)°-(a+1)°~¢, de unde

(a+1)"|(a+25)° . adica a+1fa+25.

Obtinem a+124=aefl, 2,3,5,7,1123}.

Daci a =1=> 2® = 2¢.13% imposibil.

Daci a=2=32=27° = b=3c, ceN".

Daci a=3= 4" = 4°.7% imposibil.

Daci a=5=2°.3% =2°.3%.5% imposibil.
Daci a=7=>8" =32° = b =5k, c=3k, ke N".
Dacd a=11=> 220 .3° = 22¢ .32¢ jmpqsibil.

Daci a =23=> 2% .3 = 24¢.3 imposibil.
in ambele cazuri posibile b+c este multiplu de 4.

25. Determinati cifrele a, b, c, m, n, p pentru care: 0, (abc)~1, (mnp) =1.

Olimpiada Nationala de Matematica, etapa nationala, clasele V-VI
Arad, 2011

Rezolvare: 0,(abc)-1,(mnp)=1 < ahc- (999+ m_np): 372.3%,
Deoarece 372 =1369> abc , sunt posibile 2 cazuri:
a) Daca 37‘ abc, atunci abc =37- 3k, k <2 (pentru k >3 s-ar obtine abc > 999, imposibil).

Atunci, abc < 333= 999+ mnp > 2997, imposibil.

b) Dacé37*abc,atunci abc =3X k<6.
2

Cum 999+ mnp < 999+ 998 =1997 = ahc > 399 deci abc > 500.

997"
Ca urmare, abc = 3% = 729, pentru care se obtine m_np =370.
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111.2. PROBLEME DIN REVISTE DE MATEMATICA

1. Aflati pe x din proportia 2—X = 0.2 29 si stabiliti natura sa.
< (~101+100)
2
Revista de matematica Alpha, P.P.V1.1350
Rezolvare:
2X 0,2 2X 0,2 2x 0,2 1 1
- = = —= > —=—=>-2X=—=>X=——
1 (c101+ 100)29 05 (- 1)29 05 -1 10 20
2

X este numar rational negativ

2. Intr-o cutie sunt 9 cartonase identice, 2 marcate cu 2 puncte, 3 cu 3 puncte si 4 cu 4 puncte.
Extragand la intamplare 2 cartonase, aflati probabilitatea ca suma punctelor de pe ele sa fie:
a) para;
b) impara.
Revista de matematica Alpha, P.P.V1.1353
Rezolvare: Notam cu C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8, C9 cele 9 cartonase.

Cl 1

2 g L

C3 (& 2 ¢ C4 2 us| C3las g

Co6 leppas| C7T lsa® | C8 s waa| C9)esswe

Combinatii Suma para Combinatii | Suma impara
Cl1-C2 4 . C1-C3 5
C1-Cé 6 C1-C4 5
C1-C7 6 C1-C5 5
C1-C8 6 C2-C3 5
C1-C9 6 C2-C4 5
C2-C6 6 C2-C5 5
C2-C7 6 C3-C6 7
C2-C8 6 C3-C7 7
C2-C9 6 C3-C8 7
C3-C4 6 C3-C9 7
C3-C5 6 C4-C6 7
C4-C5 6 C4-C7 7
C6-C7 8 C4-C8 7
C6-C8 8 C4-C9 7
C6-C9 8 C5-C6 7
C7-C8 8 C5-C7 7
C7-C9 8 C5-C8 7
C8-C9 8 C5-C9 7

Observatie:
Sumele pare sunt egale ca numar cu sumele impare, deci avem un numar de 36 cazuri posibile.

18
Prin urmare raspunsul la punctele a i b este: Py =P; = % =0,5.

Pp/P; — probabilitatea de aparitie a sumei pare/impare.
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3. Determinati x baza sistemului de numeratie, astfel incat:

{1 11 ]66@()_13 _ 69

11y) ’ 33(x) 55(x) | 17(x) ¥} 10°

Revista de matematica Alpha, P.P.V1.1354
Rezolvare:

1 1 1 6X +6 69
+ + : (x+3)=—
X+1 3x+3 5x+5| x+7 10

{1 1 .1 ]6-(x+1)'(x+3):@

+
x+1 3-(x+1) 5-(x+1)| x+7 10
L|:1+%+l:|m0<+3):@

X+1 5 X+7 10
3% ~(x+3)=@ =4-(x+3)=3-(x+7)=4x+12=3x+21=>x =9
15 x+7 10
4. Se dau unghiurile adiacente AOB si BOC, astfel incat bisectoarele lor formeaza un unghi

de 110°. Aflati masurile unghiurilor AOB, respectiv. BOC stiind cd acestea sunt direct

proportionale cu numerele 3n+2 si 3", unde neN.

Revista de matematica Alpha, P.P.V1.1355
Rezolvare:

M

N
{'-1

Figura 111.3. Desenul problemei 4 (111.2)

Notez: m [AOB] =a,m [BOCJ =b.

Rezult: m(AOM] = m(MOBj =% si m[BONJ = m[CON] zg

Deci,aLZt)=110°:>a+b=220° si _ P a3 —p.3".9=a=0b

3n+2 3n
9b+b=220°=100=220" =>b=22" =>a=9-22° =198".
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5. Doua unghiuri adiacente sunt direct proportionale cu numerele 2 si 3, iar complementul

unghiului format de bisectoarele lor este de 40°. Determinati masurile lor.
Revista de matematica Alpha, P.P.V1.1359
Rezolvare: Notez cu a si b cele doua unghiuri adiacente.

a b

3=3°K 3 _ Bk faz2k b=3k [a=400 b=60°
b =2 5 Tloo-sk :
90"—%:40‘) 100=a+b = k =20
oy — o . ab+ba
6. Gasiti numerele de forma ab, astfel incat fractia eN.

Revista de matematica Alpha, P.P.V1.1361

R_ezolv_are:
ab+ba _10a+b+10b+a _11-(a+b) e N. dacd si numai daca
14 14 14

a+beMyy =1{0,14,28,..}, a si b cifre.

Cazuri: a+b=0=nu se poate, pentru ca ar trebui ca a=0b=0.
a+b=14=5+9=9+5=6+8=8+6=7+7
a+b =28 =nu se poate, cici a si b sunt cifre.

Deci: a<{5,9,6,8,7}, be{9,5,8,6,7}.

ab {59, 95, 68, 86, 77}.

7. Rezolvati ecuatia: @) 2+2-3+2-3% +...+2.32009 4 2.32010 _ , 2011 7
2011 _4
b) Aratati ca — 8 e N.

Revista de matematica Alpha, P.P.V1.1314
Solutie data de Dzitac loana
Rezolvare:

a) Cunoastem ca: (a—l)-(a”_l +a" % 4. +a+1)= a" -1
Atunci: 2-(1+3+3% 4. +32009 4 32010 )_ 2011 4
(3—1)-(1+3+32 +...+32009 +32010): x? 1= x-1=2=x=3

gt -1 2~(1+3+32 +...+32009 +32°1°): 2-|(1+ 3)+3%2(1+3)+..+3%9% (14 3)|
8 8 8

:2~4-(1+32+...+32°°9)
8

b)
:1+32 +...+32009 eN

8. Care este probabilitatea ca alegand la intimplare un numar din multimea numerelor naturale

pare mai mic sau egale cu 2010, acesta sa fie putere a lui 2? Dar a lui 3?
Revista de matematica Alpha, P.P.V1.1363
Rezolvare:

20 _1: 21 2202 423 g 24 —16,2° =32: 26 —64: 27 =128 28 =256, 22 =512 210 1024

211 — 2048> 2010

Rezulta ca avem 10 cazuri favorabile, deci: P = %3 =0,00994

3 la orice putere da un numar impar, deci, in acest caz, P=0.
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9. Calculati suma: S:2+§+§+g+...+—.
2 4 8 1024

Revista de matematica Alpha, P.P.C. VI.2

Rezolvare:
3 5 9 1025 2+1 2241 2841 210 41
S=2+—+—F+—+..+—=2+ + + +..+
2 4 8 1024 2 92 23 710
S=11+ 1+1+i+i+...+i
Folosim formula: 1—%:1o(1+l+i2+i3+...+%]
2 2 2 24 2 2
Rezulta ca:
11
8:11+l- 1—i =11+2. 1—i :1l+2-2 1:11+%:11+11023:121023
1 o1l o1l oll 1024 1024 1024
2
5191023
1024

10. Fie x, y numere naturale nenule. Demonstrati ci, daca (x + 4y)este divizibil cu 7, atunci
+4y

este reductibila.

2X+Yy
Revista de matematica Alpha, P.P.C. VI.1
Rezolvare:
Cum xX+4y=72=>x=72—-4y
X+4y 72 72 1z 7z U z

2X+Yy 2-(72—4y)+y=14z—8y+y=14z—7y=7-(22—y) T 22—y

. o .. X+4 s
Deoarece fractia s-a simplificat cu 7, rezulta ca > y este reductibila.
X+y

. .. o . n o . N
11. Sa se determine cel mai mic numar n € N* cu proprietatea > este patrat perfect si 7 este

cub perfect.
Revista de matematica Alpha, P.P.C. V1.3

Rezolvare:

ne N*-minim

n

—=a2 :>n=2-a2
2

n

7:b3 3”27'b3

Rezultd ca: n= 23 ~74

12. Demonstrati ca daca numerele naturale nenule a, b, ¢, verifica relatia
2010a—-1000b 2010b—-1000c 2010c-—1000a .
= = ,atunci a=b=c.
2010a +10b 2010b +10c 2010c +10a

Revista de matematica Alpha, P.P.C. V1.4
Rezolvare:
ne N*-minim
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2010a-1000b  2010b-1000c _ 2010c-1000a _2010-(a+b+c)-1000-(a+b+c)
2010a+10b  2010b+10c  2010c+10a  2010-(a+b+c)+10-(a+b+c)

_(a+b+c)-(2010-1000) 1010 1

" (a+b+c)-(2010+10) 2020 2

Din aceasta relatie rezulta:

2010a—10000 _1_ (2010a —1000b) = 2010a +10bf: 2 = 2010a —1000b =1005a + 5b|: 1005
2010a+10b 2

=a=b (1

201001000 _ 1 _ 5 (20100 -1000c) = 20106 + 10c: 2 = 2010b ~1000c = 1005 + 5c}: 1005
20100+10c 2

=b=c (2

Din relatiile (1) si (2), rezulta ca a=b=c.

13. Daca a, b, ¢ sunt cifre nenule in baza zece, astfel incat ab+bc+ca= @ atunci
abc + bca + cab =ddd .

Revista de matematica Alpha, P.P.C. V1.5

Rezolvare:
10a+b+10b+c+10c+a=10d+d

11-(a+b+c)=1ld=a+b+c=d
abc +
bca

cab

ddd
Observatie: Pe fiecare coloana apare suma a+b+c=d.

14. Fie numerele Ny =ab+ab°si Ny =ab+ab-. Sa se arate ca (Ny, N, )este ab sau 2ab

dupa cum ab este numar par sau impar.
Revista de matematica Alpha, C.R. V1.3

Rezolvare:
Nj =ab+ab” =ab-(l+ab)
N, =£+a33=£.(1+£2j

a) Daca ab este par, rezulta ca 1+ab este impar, rezulta (Nl, NP ) =ab,
b) Daci ab este impar, rezultd ci 1+ab este par, rezulta (N7, Ny)=2-ab.

15. ) Ardtati cd 1+2+2% +..+2" 1 =2" _1;
a
b) Aflati toate numerele naturale a si b pentru care (ab)a =aP" .
Manuela Prajea, Drobeta Turnu-Severin

Gazeta matematica (GM) Seria B nr.12/2010, E: 14099
Rezolvare:
8) +2+22 4. +2" ) (2-1)=2422 423+ 42" 42N 1222 " loon g
b) (ab)a —ab = aP P pha—b?=ba=b-b*l=a=pdl
- pentru a=b=1=1.1=1" jar pentru a=b=2=2.2=22
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16. Aflati numerele prime a, b, c, d stiind ci: (a+b)-(a+c)-(a+d)=315.
Nicolae Ivasescu, Craiova

GM Seria B nr.12/2010, E: 14100

Rezolvare:
(a+b)-(a+c)(a+d)=5-7-9
Deoarece inmultirea este comutativa putem avea urmatoarele situatii:

a+b=5 a+b=5
a+c=7=a=2,b=3 ¢c=5 d=7 a+c=9=a=2,b=3 c=7,d=5
a+d=9 a+d=7
a+b=7 a+b=7
a+c=5=a=2,b=5 ¢c=3 d=7 a+c=9=a=2b=5c¢c=7 d=3
a+d=9 a+d=5
a+b=9 a+b=9
a+c=5=a=2,b=7,¢=3 d=5 a+c=7=a=2,b=7, ¢c=5 d=3
a+d=7 a+d=5

17. Fie a si b numere naturale nenule, prime intre ele si p un numar prim. Daca p divide 10a+b si

p divide a+708b, determinati p.
Matei Boteanu, Salcuta, Dambovita
GM Seria B nr.12/2010, E: 14101

Rezolvare:
(a,b)=1, p—prim
pfloa+b

= p[l0a+b+a+7080 = plla+70% = (11 709)=1=p=2
pla+708b

18. Aflati numerele naturale de trei cifre care prin impartire la 7 dau restul 1, prin impartire la 8

dau restul 4 si prin impartire la 9 dau restul 7.
Andrei Raducea-Marin, elev, lasi
GM Seria B nr.1/2011, E: 14115

Rezolvare:

abc = 7x +1 ‘+20:£E+20:7-x+21:>ﬁ+20:7-(x+3):m7
abc = 8x + 4 \+2o:>ﬁ+20=8-x+24:>ﬁ+20=8-(x+3)=m8
abc = 9x+7 |+ 20 = abc +20=9-x+ 27 = abc + 20 =9 (x +3) = mg
abc +20 € M7.5.9] = {0; 504; 1008,...}

7=7

g=23

9=32
Rezultd ci: abc + 20 = 504 = abc = 484
abc+20=1008= abc = 988.
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19. Cate numere de forma abcd verifica relatia: abcd +dcba =101-(a+d)-(b+c)?

Mihai Opincariu, Brad, Hunedoara
GM Seria B nr.12/2010, E: 14102

Rezolvare:

1000a +100b +10c +d +a +10b +100c +1000d =101-(a +d)- (b +¢)
1001-(a+d)+110-(b+c)=101-(a+d)-(b+c)
1001-(a+d)=101-(a+d)-(b+c)—110-(b+c)
1001-(a+d)=(b+c)-[101-(a+d)-110]
1001-(a+d)=(b+c)-(101-a+101-d —110)

b +c¢ #1001, deoarece b, ¢ sunt cifre in baza 10

=b+c=a+d

101-a+101-d—-110=1001

101-a+101-d =1111:101

a+d=11
=a+d=b+c=11
11=2+9
=348
=4 +7
=5+6
abcd = 2992 nu convine | abcd =3883 nu convine
9229 nu convine 8338 nu convine
2929 convine 3838 convine
9292 convine 8383 convine
2 numere 2 numere
abcd =4774 nu convine | abcd = 6556 nu convine
7447 nu convine 5665 nu convine
4747 convine 5656 convine
7474 convine 6565 convine
2 numere 2 numere
Total: 8 numere

20. Produsul a 2011 numere intregi este 2011. Ce valori poate lua suma acestor numere?
Gabriel Popa, lasi
GM Seria B nr.12/2010, E: 14121
Rezolvare:
Deoarece 2011 este numar prim = 2011 se scrie ca produs de factori 2011, 1 sau -1 in numar par.

l. 2011=1.1-1...-1- 2011, in produs cifra 1 apare de 2010 ori.
Suma S =2010 +2011 = 4021

1. 2011=(-1)-(~1)-1-1-...-2011, factorul 1 apare de 2008 ori, iar -1 de dous ori.
Suma S = 2008 + ( -2) + 2011 = 4017

. 2011=(-1)-(-1)-(~1)-(~1)-1-1-...- 2011, factorul 1 apare de 2006 ori, iar -1 de 4 ori.
Suma S = 2006 + (-4) + 2011 = 4013

Suma poate lua valorile: 4021, 4017, 4013, 4009, 4005,..., 1,
adica numere de forma 4021- 4k, ke {0,1,2,...,2010}, in total 2011 valori.
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21. Determinati suma elementelor multimii M = {X eQlx= ng%; m,ne {O; 1; 2;...;100}} .

Gabriela Elena Zanoschi, lasi
GM Seria B nr.1/2011, E: 14116
Rezolvare:
Consider am mulfimea
A={yeNl|y=2a+5b,a,b=123...100}
Observimeca 1¢ A, 3¢ A
Cel mai mare numar par din A este obtinut pentrua =b= 100 si este 700.
Numarul 698 este obtinut pentru a = 99; b = 100.
Cel mai mare numar impar din A este obtinut pentru b =99; a = 100, fiind deci 695.
Asadar 697 ¢ A s1 699 ¢ A.
Demonstram ca orice numar natural mai mare sau egal cu 4 si mai mic sau egal cu 696 apartine
multimii A.
Dacay < 500, fierrestul impartiri luiyla5. Astfely=5c+rcu0 <¢c <100510 <r < 4,
Daca r este par, atunci y = 5¢ + 2k, unde r = 2Kk,
iar daca r este impar, atunciy > 5,decic >1siy=5(c—1) +2(k + 3),under = 2k + 1.
Daca y > 500, atunci y =500 + z cu 0 <z >200.
Daca z este par, atunci y = 5 100 + 2k, unde z = 2k, iar daca z este impar, atunci y < 695, deci z
<195 siy=5-99+2(k+3),undez=2k+1
Suma numerelor din A va fi
S=(1+2+...+700)—(1+3+697+699) =350 697
Prin urmare, suma elementelor lui M este S:10 =35 * 697

22. Cei sapte nepoti ai bunicii sunt in curte, jucand fie fotbal, fie volei. Bunica priveste pe
fereastra, sa vada cine e la fotbal. Cat intoarce capul catre oala de pe aragaz, cativa fotbalisti pleaca
sa joace volei. Cand bunicul vrea sa afle ce copii vazuse ea anterior, bunica se uitd din nou pe
fereastra si i1 vede pe teren pe Andrei, Bogdan si Costel, dar stie precis ca erau mai multi. Memoria
insd nu o mai ajutd, asa cd-i raspunde bunicului pe ghicite. Care este probabilitatea ca raspunsul
bunicii sa fie corect?

Gabriel Popa, lasi
GM Seria B nr.1/2011, E: 14117
Rezolvare:
P = nr. cazurilor favorabile/nr. cazurilor posibile = 1/14
Bunica vede nepotii care joaca fotbal: A, B, C + eventual altii de care nu-si aminteste
Deci, A, B, C siguri, X, Y, Z, T posibili

A B, C X ABC XY ABCY,Z
ABCY ABC X Z ABCZT
ABCZ ABCXT ABCY,T
ABCT

ABC XY, Z

ABC XY, T

ABCXZT

ABC XY, ZT

23. Un elev priveste pe un ceas electronic si observa ora ab :ab (a #* O). Isi pune intrebarea care
este unghiul maxim intre limbile unui ceas (orar si minutar) pentru o ora de tipul celei de mai sus.
Care este aceastd ora si cat masoara unghiul?

Cristian Lazar, lasi
GM Seria B nr.1/2011, E: 14118
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Rezolvare:
ab:ab (a=0)=
:{10:10; 11:11;12:12;13:13,14:14;15:15; 16:16;17:17;18:18;19:19;20: 20; 21:2];22:22:23:23}

D
12 1

Figura I11.4. Desenul problemei 23 (111.2)

- calculam masura unghiului AOB la ora 22:22
- intre 2 ore consecutive avem un arc de 3600 (12 = 30O
- pentru fiecare minut = 300 :5=120

- minutarul.................. 360O .................... 1 ora

- rezultd ca orarul parcurge intr-o ord un arc de 12 ori mai mic.

- Minutarul a parcurs arcul DB = 132° = orarul a parcurs arcul EA = 1320 :12=11°

Solutia: m(AOBJ =5.309 +189 +11% =179°

24. a) Gasiti macar trei valori ale lui p pentru care numerele p, p+12, p+22 sunt simultan prime.
b) Aratati cd numerele p, p+12, p+32 nu pot fi simultan prime, pentru nici o valoare a numarului
natural p.
Madalina Bejan, eleva, lagi
GM Seria B nr.1/2011, S: E11.13

Rezolvare:
p=7 p=19 p=31
a) p+12=19 p+12=31 p+12=43
p+22=29 p+22=41 p+22=53
b) Exemplu:
Y
p+12
p+32
p =2k
1. Pentru {Ezprim: k =1= p =2 singurul numar prim par = p+12=2k+12=2-(k+6)

p+32=2k+32=2-(k+16)
p=2k=2=prim

Pentru k=1=>p+12=2k +12=2-(k+6)=14 nu e prim
p+32=2k+32=2-(k+16)=34nu e prim
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p=2k+1=3=prim
, pentru k=1=p+12=2k+1+12=2k+23=25=nu e prim .
p+32=2k+1+32=2k+33=35=nu e prim

{p =2k+1
2. Pentru ]
p = prim

N N

25. Fie [OC bisectoarea unghiului AOB, [OD bisectoarea unghiului AOC, [OE bisectoarea
unghiului BOD si [OF bisectoarea unghiului AOE . Calculati masura unghiului AOB, stiind ca

mis DOF =10°.
Teodor Knielling, elev, lasi
GM Seria B nr.1/2011, S: E11.18

Rezolvare:

A
Figura I11.5. Desenul problemei 25 (111.2)
Pe figura a® se noteazi cu a, adica a’= a, m(AOBJ = aO
N A ao
m| AOC |=m| BOC :?
A A ao
m| AOD |=m| COD :T
n A A 0 0 0
ml BOD |=m| BoC |+m| cop |22+ -3
2 4 4
. . . . " " " 33_0
Din [OE bisectoarea unghiului BOD = m| BOE |=m| DOE :?
n A A 0 0 0
ml AOE | = m| DOE |+m| oD |= 32,2~ _ %2~
8 4 8
. . . . " n N 5ao
Din [OF bisectoarea unghiului AOE = m| EOF | = m| AOF =16
n n A 0 0 0
ml DOF | = m| AOF |-m| AOD |22 2" _ 2
16 4 16
m[DOF] =10° —a% =160°
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111.3. PROBLEME UTILIZAND DIFERITE PRINCIPII, METODE, SUME

Principiul paritatii

Sinteza teoretica: Principiul paritatii constd n separarea cazurilor pare si impare dintr-0 anume
situatie data.
Regulile paritatii:

e suma a doud numere pare este un numar par;

e suma a doud numere impare este un numar par;

e suma dintre un numar par si unul impar este un numar impar;

e produsul a doud numere pare este un numar par;

e produsul a doud numere impare este un numar impar;

e produsul dintre un numar par si unul impar este un numar par.

1. Seconsiderd numarul a =111..11), 2011 de 1. Demonstrati cd a+1 se poate scrie ca suma

a patru numere impare consecutive.

Sergiu Prisacariu, lagi GM Seria B nr.1/2011, S: E11.9.
Rezolvare:
a= 111...11(2)

a=2%10 422009 122,211 1(2-1)
(2-1)-a= (2—1)-(22010 +22009 4 422400 +1)

a= (22011 +22010 2009, |22, 21)— (22010 +22009 4020t +1)

a =20l g a9 92001 o0 52 52009 _ 4 52009 _ 52009 52009 . 52009 , 2009
a (22009 _3) N (22009 _1) N (22009 +1) N (22009 +3)

2. Demonstrati ca, daca suma a doud numere intregi este un numar impar, produsul lor este un
numar par.
Rezolvare:
Ficasib € Z.
Din datele problemei avem: a+b=2k+1, ke N.
Rezulta ca unul dintre cele doua numere este par.
Daci a=2m=b=2k+1-2m=2-(k—m)+1= b =impar.
Rezulta, ca unul dintre numere este par, celalalt impar, deci produsul a-b = par .

3. Se considerd numerele impare K,nq,No,..., N|. Sd se demonstreze ca printre numerele

np+No No+nN Nk_q1+N N +nN .o - . .
L > 2 2 > 3 k 12 k. k2 L existd un numir impar de numere impare.

T. Andreescu, D. Andrica

Rezolvare: Suma a doud numere impare este un numar par, deci numerele
i*+Nz N2 *N3 | M1+ Nk , Nk £ sunt naturale.

2 2 2 2
Presupunem ca printre aceste numere se afla un numar par de numere impare. Atunci, suma lor
Ni{+ns + No +nNj3 - Nk_q +Ng 4 Nk +Nq

2 2 2 2
Dar aceeasi sumd este suma unui numar impar de numere impare, deci un numdr impar.
Contradictie. Deci, presupunerea facuta a fost falsd, deci printre numerele considerate in ipoteza
existd un numar impar de numere impare.
Observatie: /n rezolvare apare si metoda reducerii la absurd, prezentatd la pagina 131.
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Principiul cutiei sau principiul lui Dirichlet
Enunt:
“Daca repartizam n+1 obiecte in n cutii, atunci cel putin doua obiecte vor fi in aceeasi cutie®.
Forma generala a principiului lui Dirichlet: “Daca repartizam kn+1 obiecte in n cutii, atunci cel
putin k+1 obiecte, K € N vor fi in aceeasi cutie*.

4. Sa se arate cd oricum am alege 7 numere patrate perfecte distincte exista cel putin doua a
caror diferenta se divide cu 10.
Rezolvare:
Daci p este numarul a carui patrat perfect este p% atunci la impirtirea cu 10 a lui p obtinem unul din
resturile: 0, 1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Atunci p?, la impirtirea cu 10 va da unul din resturile: 0, 1, 4, 5,
6, 9. deoarece avem 7 patrate perfecte si doar 6 resturi posibile, rezultd ca exista cel putin doua
patrate perfecte care dau acelasi rest la impartirea cu 10, deci diferenta lor se divide cu 10.

.vp2:10k+r ) L e e
Adica, =p°—-q° =10- (k — m), adica un numar divizibil cu 10.

q 2 Z10m+r

5. La un turneu de sah au participat n > 2 sahisti. S& se demonstreze ca in orice moment al
turneului dinaintea ultimei runde cel putin 2 sahisti au acelasi numar de victorii.
Rezolvare: In orice moment al turneului dinaintea ultimei runde, fiecare sahist a jucat maxim n-2
au participat n sahisti rezulta ca cel putin doi sahisti au acelasi numar de victorii inaintea ultimei
runde.

Principiul invariantului
Prin invariant se intelege o marime, o relatie sau o proprietate care ramane neschimbata in
urma aplicarii sau invariantei unei transformari.

6. Pe o tabla sunt scrise semne de ,,+” si ,,-”. Stergem doud semne si le inlocuim cu un semn
dupa urmatoarea regula: daca cele doua semne sterse sunt identice le inlocuim cu ,,+”, iar daca
stergem doud semne diferite le inlocuim cu ,,-”. Aratati ca ultimul semn care ramane dupa un numar
de pasi nu depinde de ordinea alegerii perechilor.

Rezolvare: Invariantul va fi paritatea numarului de minusuri. Daca la inceput numarul de minusuri
este impar, ultimul semn care va ramane va fi ,,-”. Daca la inceput numarul de minusuri este par, la
sfarsit va ramane ,,+”.

7. Un cerc este Tmpartit in sase parti egale in care sunt plasate in sensul acelor de ceasornic
numerele 0,0,1,0,1,0. Este permisd adaugarea cate unei unitati la oricare doua numere Vecine.
Procedeul poate fi repetat de un numar de ori. Se poate ajunge ca in final cele sase numere sa fie
egale?

Rezolvare: Notam cu Xq, X2, ..., Xgcele sase numere in ordinea mentionata.
Considerdm suma S= X1 —Xy + X3 —X4 + X5 —Xg. Dupa o transformare de tipul considerat suma

ramane invariantd. Valoarea initiala a sumei este 2, deci nu e posibil ca cele 6 numere sa devina
egale, deoarece in acest caz suma ar fi zero.

Probleme legate de numdarul divizorilor si suma divizorilor unui numar natural
Sinteza teoretica:
Teorema 1:

a) Numarul divizorilor numarului a = p(lll - p<212 ~oppeste (o +1)- (o +1)- .- (o +1).

(Xl+1 (0] +1 on+1
1 lpytt-1 oppnt-l

p -1 po-1 7 pp-1
129

b) Suma divizorilor unui numar natural este: S =



Teorema: Daca dq,ds,...,dysunt toti divizorii naturali ai numdrului n, atunci are loc relatia:

(dp-dy-...-dy )? =nk.

8. Fie S suma divizorilor naturali ai numarului 2001. Sa se arate cd 5-Seste un numar natural
patrat perfect.
Rezolvare:

2001=73%.23t. 291, iar suma divizorilor lui 2001 este:
g_3-128-1 29°-1

3-1 23-1  29-1
Rezulta ca: 5-S= (23 -3 5)2 =120 este patrat perfect.

=4.24-30

Observatie: Cum 2001= 3t.o3t. 291, rezultd cd numarul divizorilor lui 2001 este: 8, rezulta ca
avem relatia: (dq -d, -...-d8)2 =200,

Probleme de ordonare a doud numere a si b
Sinteza teoretica — procedee:
e Stabilim semnul diferentei: a-b.
* Dacaa-b>0=a>b;
* Dacia-b<0=a<hb;
» Dacaa-b=0=a=b.

a
e Dacda a,b>0,b=0,se comparéraportulE cu 1.
. a
. Daca6<l:>a<b;
. a
= DacaE>1:>a>b;

= Daca %zl:azb.

e Exista situatii in care e suficient sa se demonstreze ca exista un numar C situat intre cele
doud numere: a<c<b=a<b.

e In anumite situatii operatia de ordonare ajuti la stabilirea egalititii a doud numere a si b prin
stabilirea simultana a inegalitatilor:a <bsi b<a.

e Mai exista situatii in care este nevoie de ingeniozitate pentru rezolvarea unor probleme.

a+ 2360 b+ 51800
a+ 3240 b+ 71440

20 20
Rezolvare: 23%0 — (23)1 —gl20 3240 _ (32)1 = 9120 2300 3240 54 2300 (543240,

a +2%60
deci ———— <1, fractie este subunitara*

a + 3240
51800 _ (55 )360 _ 315360 71440 _ (74)360 _ 9401360 _ 9360 _ 5240 _ | 1800 _ ) . 41440

b+ 51800
deci ————— >1, fractie supraunitara**

b+ 71440
Din * si ** = relatia data este adevarata.

9. Sa se arate ca pentru orice numere naturale a si b avem:
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10. Comparati fractiile A si B unde

A_2+22+23+...+21997 iB_3+32+33+...+31331
11 R T | 1
§+27 +21997 §+37 +31331

Rezolvare: Se amplifica fractia A cu 21998 respectiv fractia B cu 31332 Rezulta:
21998 .(2+22 +23+___+21997)_ 21998 (p

A _ 2+22 428+ 4 21997) _ 51998 _ (23)666 _ 666
21998 [1+1+"+ 1 j 2+2%2 +23 4. 421997
2 92 21997
B 31332 -(3+32 +3° +...+31331): 31332 -(3+32 +33 4. +31331): 31332 _ (32 )666 _ 866
31332 (1+1+ +1J 3+32+33 4. 43131
3 32 31331
Deci A <B.

Probleme rezolvabile cu metoda reducerii la absurd
Sintezi teoretica: Metoda reducerii la absurd consta in a admite in mod provizoriu, ca adevarata
propozifia contradictorie propozitiei de demonstrat, apoi pe baza acestei presupuneri se deduc o
serie de consecinte care duc la un rezultat absurd, deoarece ele contrazic ipoteza problemei date sau
un adevar stabilit anterior.

este ireductibila.

4n
11. Aratati ca pentru Vn € N, fractia 9
3n+7

Rezolvare: Presupunem ci fractia este reductibild si fie d = (4n+9;3n+7), cu d e N*,d =1.

Din dj4n+9, d3n+7 =d[3-(4n+9), d4-(3n+7),

= dfl2n +27, d12n +28 = d‘12n +28-12n-27=d[l, absurd, deoarece d=#1, rezultd
(4n+9, 3n+7)=1

Probleme de logicd
Problemele de logica se realizeaza printr-0 serie de judecati logice care solicita
perspicacitate, inventivitate si putin calcul.

12. La un turneu de minibaschet participd 15 echipe, fiecare dintre acestea jucand cu toate
celelalte. Pentru victorie se acordd 3 puncte, pentru meci egal 2 puncte, iar pentru infrangere un
punct. In clasamentul intocmit la sfarsitul turneului nu existd echipe cu acelasi numar de puncte.
Stiind ca ultima echipa are 21 de puncte, sa se arate ca prima a facut cel putin un meci egal(sau nul).

14-15
=105.

Rezolvare: Fiecare echipa a jucat 14 meciuri, iar numarul de meciuri disputate a fost

Deoarece echipa de pe ultimul loc are 21 de puncte, iar in clasament nu exista echipe cu acelasi
numadr de puncte, rezulta cd numarul de puncte este

>21+(21+1)+...+(21+14)=15-21+ 1415 _ 420,

Fiindca la fiecare meci s-au acordat 4 puncte, rezultd ca numarul de puncte acordat a fost de
105-4 =420. Deci punctajele obtinute de echipe au fost: 21, 22, 23, 24, ..., 34, 35.

Aratam ca echipa de pe primul loc care a acumulat 35 de puncte a facut cel putin un meci egal (sau
nul).

Presupunem ca nu a facut un meci egal (sau nul).

Atunci, dacd a = numarul victoriilor i b = numarul infrangerilor, avem:

a+b=14
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3a+b=35
. . 21 7 . < <
De aici rezulta ca a = > N, b= 2 ¢ N, deci presupunerea facuta este falsa.

Prin urmare, echipa de pe primul loc a facut cel pufin un meci nul.

Probleme cu sume
Relatii utilizate: simbolul sumei = )
n
Exemplu de citire: Z k=suma de k cand k ia valori de la 1 la n.
k=1
n-(n+1).

n
e Suma primelor n numere naturale: 1+2+3+...+n = Zk =,

k=1
e Suma patratelor primelor n numere naturale:
n-(n+1)-(2n+1)
6 1

n
124224324 4n?= ZKZ =
k=1

n 2
. . n-(n+1
e Suma cuburilor primelor n numere naturale: 13423433+ 4n%= Zk3 = {Q}
k=1

13. a) Sa se arate ca 1 = 1
2n 2n+4 n-(n+2)

b) Sa se afle numarul de fractii care se aduna in suma:
1 1 1 1 1 1 751
S=—+ + +..+ + pentruaavea ——+S=——.
1.3 2-4 3.5 (n-1)-n+1) n-(n+2) 2-(n+1) 1002

Olimpiada judeteana, Giurgiu, 2002

, Vne N*

Rezolvare:
1 1 n+2-n 2 1

a _ = = =
2n 2n+4 2n-(n+2) 2n-(n+2) n-(n+2)
b) Aplicand rezultatul de la punctul a) obtinem:

11 1 1 3 1 751 1 3 751
=2 - = =2 _ == —n=1000.
2 4 2-n+1) 2-(n+2) "4 2-(n+2) 1002 ~2-(n+2) 4 1002

14. Se considerd suma S =12011:12010 | 52009 . 52008 | 32007 .32006 , | 1.0
Determinati numarul n si calculati suma S.
Mara Slatineanu, eleva, lasi GM Seria B nr.1/2011, S: E11.1.
Rezolvare:

S 212011 :12010 I 22009 : 22008 +32007 :32006 L 1

.+N :no:1+2+3+...+n:m.

2
Se observa ca:

1 (2011 2010)
2 — (2009; 2008)

n— (L 0)
Rezulta ca n =1006 si
S= %21007 =503-1007=506521.
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111.4. MATEMATICA iN VIATA COTIDIANA

1. Factura pentru plata energiei electrice

SC Electrica SA furnizeaza populatiei energie electricd; populatia foloseste energia electrica
in viata de zi cu zi pentru iluminat si pentru circuitele de priza care alimenteaza diversele aparate
electrocasnice folosite. Fiecare familie este un client al societatii si plateste acesteia cantitatea de
energie consumata.

Contorul este aparatul care inregistreaza consumul de energie electricd, aceasta avand ca
unitate de masura 1kWh; se mai vorbeste si de IMWh = 1000 kWh. Reprezentanti ai societatii
citesc periodic contorul si emit un document numit facturd, prin intermediul caruia clientul plateste
energia pe care a consumat-o.

Plata facturii include diverse taxe dintre care amintesc:

e TVA (taxa pe valoarea adaugatd) = 19% si este o taxa stabilitd de Guvern;
e Taxaradio = 2,5 lei/luna;
e Taxa TV =4 lei/luna.
Factura se poate imparti in 3 parti:
Partea |
a) Calculati numarul de zile pentru care se calculeaza consumul de energie;
b) Calculati consumul de energie pentru fiecare din cele doua perioade mentionate in factura si
consumul total.
¢) Calculati numarul de kWh consumati zilnic.

Perioada de citire Serie contor Index vechi | Index nou Consum [KWh]
18.12.-31.12 543514 11381 11514 11514 -11381=133
31.12.-21.02 543514 11514 12044 12044 -11514 =530

Zile kWh/zi Total
66 | 663/66 =10,045 133+530 = 663

Partea a Il-a: d) Sa se completeze tabelul:

Servicii UM | Cantitate | Pret unitar Valoare Valoare

facturate fara TVA fara TVA [lei] cu TVA [lei]
[lei]

Rezervare Zile 13 0,15030 13*0,1503 = 1,95 1,95 +0,19*1,95 =2,32
Energie activa | KWh 133 0,3125 133*0,3125 =41,56 | 41,56 + 0,19*41,56 =49,46
Rezervare Zile 52 0,1562 52*0,1562 = 8,12 8,12 + 0,19*8,12 =9,66
Taxa radio Luni 2 2,5 2*25=5 5
Taxa TV Luni 2 4 2*4=18 8
Energie activa | KWh 530 0,3247 530*0,3247=172,09 | 172,09+0,19*172,09=204,79
Accize MWh 0,663 2,83 3,37
TOTAL 239,55 | 282,6

Partea a Il11-a: e) Sa se completeze tabelul:

Produse si servicii facturate Suma facturata (faira TVA)
Energia electrica activa 41,56+172,09 = 213,65
Abonament/rezervare 1,95 + 8,12 =10,07

Taxa Radio 5

Taxa TV 8

Accize x+0,19*x = 3,37, rezulta x = 2,83
Total factura fara TVA 239,55

TVA 19% 282,6 - 239,55 = 43,05

Total factura cu TVA 282,6

Alte sume (incasat din sold creditor) | 0

Total de plata 282,6
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2. Sucul de mere

Un pahar de 250 ml contine apa si 85% suc de mere.
a) Care este cantitatea , in ml, de suc de mere ce se gaseste in pahar?
b) Deduceti ce cantitate, in ml, de apa se afla in pahar.

¢) Cat la suta din continutul paharului este apa?

Rezolvare:

a) 8 -250=2125ml;
100

b) 250 - 212,5 =37, 5 ml;
€) 250ml....ceveeeeenn.n. 100%

3. Factura pentru plata telefonului

Rezulta: x=15%

O societate comerciala (exemplu RDS, Orange, Vodafone) furnizeaza populatiei servicii de
telefonie, internet si transfer de date. Aceste servicii se platesc. Societatea emite factura prin care se
aduce la cunostinta clientului de ce servicii a beneficiat si care sunt costurile acestora.

Exemplu:
Abonamente lei
Abonamente servicii telefonie 28,56
Abonamente servicii de internet si date 53,04
Consum/Alte servicii
Convorbiri 11,57
Reduceri -12,42

Total factura curenta fara TVA

28,56 + 53,04 + 11,57 - 12,42 = 80,75

TVA 19%

Total factura curenta cu TVA

80,75 + 0,19*80,75 = 96,09

Rate echipamente 4,13
Total rate 4,13
Sold precedent 56,79

Plati efectuate -57

Total de plata pana la 29.03.2010

96,09 + 4,13 + 56,79 — 57 = 100,01

4. Laboratorul de cofetarie

Un laborator de cofetdrie a produs intr-o zi 411 bomboane de ciocolata de tip A si 685

bomboane de tip B. Bomboanele respective trebuie ambalate in cutii identice, astfel incat numarul
cutiilor rezultate sa fie cel mai mare posibil si fiecare cutie sd contind acelasi numar de bomboane
de tip A si acelasi numar de bomboane de tip B.

Stabiliti numarul de bomboane de tip A si de tip B din fiecare cutie si numarul total al cutiilor.
Rezolvare: Notam cu n — numarul cutiilor.

Pentru indeplinirea cerintei calculam: n=c.m.m.d.c (411; 685) =137

411=3-137; 685=5-137.

In concluzie, avem 137 de cutii, fiecare cu cate 3 bomboane de tip A si 5 bomboane de tip B.

5. Tamplarie
O scandura cu lungimea de 236 mm, trebuie taiata in bucati de cate 20 mm, fiecare. Lafimea
taieturii este de 4 mm. Cate bucati rezulta?
Rezolvare: Fie n — numarul scandurilor. Numarul taieturilor este cu 1 mai mic decdt numarul
scandurilor.
20-X+4-(x—1)=236=>24-x = 240 = x =10 scanduri.
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6. Bonul fiscal
Pentru produsele cumparate de catre un client, angajatul de la casa de marcaj emite un bon fiscal.
a) Calculati, copiati si completati bonul;
b) Pentru a achita cumparaturile, clientul 1i da casierului o bancnota de 50 de lei si doua de 10
lei. Care este restul pe care trebuie sa-l primeasca?
c) Cate grame de musaca de cartofi a cumparat clientul? Dar de pulpe de pui?

a)

Bon fiscal
Cantitate/tip produs | Pret unitar [lei] Total [lei]
1,000 X 14,99 14,99
File somon
0,3200 X 17,90 5,72
Musaca cartofi kg
0,1820 X 19,90 3,62
Pulpe pui kg
2,000 X 2,09 4,18
Apd minerala plata
3,000 X 7,99 23,97
Cereale
3,000 X 3,99 11,97
Lapte
4,000 X 0,49 1,96
laurt cu fructe
Total 66,41
TVA 19% 66,41 x0,19=12,62
Total de plata 66,41

b) 1 x50+2x10=70lei; 70 — 66,41 = 3,59 lei rest
c) 320 g de musaca de cartofi si 182 g pulpe de pui

7. Gruparea creioanelor
Grupand creioanele intr-o cutie cate 5, rdiman 3, cate 6 raman 4, iar cate 9, raman 7. Aflati
cate creioane sunt in cutie, stiind ca numarul lor este cuprins intre 200 si 300.
Rezolvare: Aplic teorema impartirii cu rest:

x=5-C1+3 [+2  (x+2=5.(C;+1)
X=6-Ci+4 +2=ix+2=6-(Cy +1)= x+2eMs Mg Mg
X=9-Ci+7 [+2 [x+2=9-(C3+1)

5=5
6=2.3 = c.m.mm.c.= 2-32.5=90
9=32

Mgo = {0, 90, 180, 270, 360....}
X+2=270=x =268

8. Amenajarea strandului
Orasul Drobeta-Turnu - Severin este un port mic la Dunare. La ce distanta, in aval, de portul
orasului trebuie amenajat un strand, pentru ca o cursa cu vaporul dus-intors sa dureze cel mai mult t
minute? Nu se tine cont de opriri si se cunosc:
c¢) viteza vaporului vi (km/min); viteza curentului v, (km/min).
Nota: 1. Viteza vaporului/curentului este distanta parcursa de vapor/curent in unitatea de timp.
2. aval = parte catre care curge un rau.
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Rezolvare: Fie x = distanta pe care dorim s-o aflam.
t;= timpul la dus; t;= timpul la intors;

t1+t2£t
X X
V1+V2—— t1=
tl Vi +Vo X X t
:>t1+t2: + <t=x<
Vi —v, = X ty = Vi+Vy Vi—Vy 1 N 1
1 2= =
t2 V1 —Vo Vi+Vy V1=V

9. La cumparaturi

Doua eleve au cumparat portocale si kiwi. O eleva a platit 140lei pentru Skg de portocale si
4 kg de kiwi, iar a doua eleva a platit 106 lei pentru 7 kg de portocale si 2 kg de kiwi. Cat costa 4 kg
de portocale si 5 kg de kiwi?
Rezolvare:
Notez cu : Py pretul unui kg de portocale

Pk pretul unui kg de kiwi

Pentru a rezolva problema voi afla cat costa 1 kg de portocale si 1 kg de kiwi.
Rezulta:

5-Py +4-P =140 5Py +4-P =140

= =
7-Py+2-P =106]-2  |14-Py+4-Py =212
4Py +5-P =4-8+5-25=32+125=157lei.

Pp =8lei

(2)-1)=9-Py=72= {Pk e

10. Apartamente dintr-un bloc
Intr-un bloc sunt apartamente cu doui si trei camere, in total fiind 41 de camere si 17 apartamente.
Calculati cate apartamente cu doua camere sunt in bloc.
Rezolvare: Presupunem ca toate apartamentele au 2 camere.
Rezulta:17 -2 = 34 camere.
Atunci 41—34 =7 camere sunt cu cite 3 camere, deci 7-3 = 21camere.
Rezulta astfel ca mai raman 10 apartamente cu cate 2 camere.

11. La cumparaturi de rechizite
4 caiete si 6 creioane costa 26 lei, iar 2 caiete si 1 creion costd 11 lei. Cat costa impreund 1 caiet si 1
creion?
Rezolvare: Notez cu : P¢ pretul unui caiet; P¢ pretul unui creion
Pentru a rezolva problema voi afla cat costa 1 caiet 1 1 creion.
Rezulta:

=
2-P + P =11|-2 4.P.+2-Py =22

Per =1leu

=1)-Q2)= 4P :4:{
12. La recoltat

. . 1 . : 1 N .

Intr-0 zi s-a recoltat Edm suprafata cultivata, a doua zi gdm rest, a treia zi Zdln noul rest, iar a

patra zi ultimele 10 ha. Ce suprafatd a fost cultivata?
Rezolvare: Fie X —suprafata cautata

inprimazi: l-X;inadouazi: 1-E-XZE-X;Tnatreiazi: 1E-X:i-x
2 32 6 4 6 24

1 5 24X -21X

In a patra zi: 10 ha, rezulta: %-X+E-X+§-X+10:X:>10 = X =80ha
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I11.5. TESTE DE EVALUARE SEMESTRIALE

1. MODEL DE TEZA - SEMESTRUL |

START 10p
45 p | Partea | — Scriefi pe foaia de tezd numai rezultatele
5p | 1. Cel mai mare divizor comun al numerelor 40 si 16 este.............
5p | 2. Cel mai mic multiplu comun al numerelor 8 si 12 este..............
5p | 3. Media aritmetica a numerelor 17; 9 si 16 este..........................
5p | 4. Media aritmetica ponderata a numerelor 20 si 25 cu ponderile 4 si respectiv 6
ESL. et
5p :
5. —din 180kg este egal cu.................
5p | 6. Suplementul unghiului cu masura de 63°17'29"este...............
5p |7, Diferenta masurilor a doud unghiuri cu mirimea de 48°12'36"si respectiv
12°626"................
5p | 8. Unghiurile formate de bisectoarea unui unghi de 68°cu laturile unghiului, au
fiecare masurade .................
5p | 9. Masura x°din figura 1 este de........
3x +8°
ﬂ
XD
Figura 1.
45 p | Partea a l1-a — Scrieti pe foaia de teza rezolvarile complete
15p 1. Efectuati: {g —0,1(6)} -[1,(2)]+0,3
15p 2. Aflati toate numerele naturale mai mari decat 200 si mai mici decat 400, care
impartite la 5; 16 si 20 dau resturile 3; 14 si respectiv 18.
3. In figura 2, AABC este isoscel de baza [BC], [AD]=[AE] si DAB =EAC.
Demonstrati ca:
a) [DB]=[EC];
b) [DC]=[EB].
A
D E
B c
Figura 2.
Total 100 p Timp de lucru: 50 minute.
p -puncte
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2. MODEL DE TEZA - SEMESTRUL |

START 10p
45 p | Partea | — Scriefi pe foaia de teza numai rezultatele
5p | 1. Undivizor al numarului 16 este...........
5p | 2. Valoarea lui x din ecuatia §+% =1 este..........
5p | 3. Suma numerelor naturale impare mai mici decat 11 este............
5p | 4. Cel mai mare numir natural de forma 17X divizibil cu 2 este...........
Sp | 5. Cel mai mare divizor comun al numerelor 20 si 24 este................
5P | 6. Suma dintre cel mai mare numar natural prim de forma ab si cel mai mic numar
natural prim este...........
5p | 7. Daci x-y=>57464si (x,y)=44,atunci [x,y]=............
5P | 8. Dacia si b sunt numere naturale prime si a+6b =44, atuncib=..............
5P | 9. Media aritmetici a trei numere este 24. Valoarea numirului x care trebuie
adaugat celor trei numere pentru ca media lor sa devina 25 este.........
45 p | Partea a ll1-a — Scrieti pe foaia de teza rezolvarile complete
15p 0
1. Efectuati: E -0,2+015|:10+ %
2 2010
15 ‘ders = _20 2l 2 2007 OSSP
P | 2. Se considerda numarul A=3"+3"+3“ +...+3 . Aritati ca A este divizibil
cu 10.
15p | 3. Se considera dreptele AB si CD concurente in O. Stiind c¢d mésura unghiului
format de bisectoarea unghiului AOC cu semidreapta [OB este de 125°, aflati
masura unghiului BOD .
Total 100 p Timp de lucru: 50 minute.
p - puncte
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3. MODEL DE TEZA — SEMESTRUL |

START 10p
45 p | Partea | — Scriefi pe foaia de tezd numai rezultatele
5p | 1. Suma a trei numere impare consecutive este 51. Unul dintre numere este.........
5P | 2. Cel mai mare numdr natural de forma 13x divizibil cu 6 este....................
5P | 3. Numirul divizorilor numarului 54 este.........
5P | 4. Restul impartirii numarului A=1-2-3.-...-20+8 la 7 este............
5p | 5. %din 180 este egal cu.........
5p | 6. Un multiplu a numarului 8 este.........
5p | 7. C.m.m.m.c al numerelor 18 si 20 este......
5p | 8. C.m.m. d.c. al numerelor 20 si24 este....................
5p 9. Media aritmetica a numerelor 10; 11 si respectiv 12 este.............
45 p | Partea a l1-a — Scrieti pe foaia de teza rezolvirile complete
(1 1 1 1 V(1 1 1 1
15 1. Calculati: | —+ + + =+ + + .
p 33 303 3003 30003) {55 505 5005 50005
15p | 2. Considerim 4 unghiuri AOB, BOC, COD, DOA situate in jurul unui punct O.
Acestea au misurile x°, 30°, 3x° +10°, 5x° +5°. Aflati misurile unghiurilor
15 p necunoscute.
3. Fie triunghiul oarecare AABC, AB < AC, D un punct apartinand laturii [AC],
astfel incat [AD] = [AB] si M mijlocul lui [BD]. Dreptele AM si BC se
intersecteaza in N. Demonstrati ca:
a) AABM = AADM ;
b) ABND este isoscel.
Total 100 p Timp de lucru: 50 minute.
p -puncte
4. MODEL DE TEZA - SEMESTRUL I
START 10p
10p | 1. Determinati valoarea maximi a expresiei: E(x)=11— 3—x].
100 |2 Fie x=(-1)"-(~245)+(~1)"*1.(~136)+2. Pentru ce numere naturale n,
numérul % c2?
10p | 3. Numerele a si b sunt direct proportionale cu 2 si 4, iar a + b =120. Aflati
numerele a si b.
10p | 4. Un triunghi isoscel are perimetrul de 40 cm, iar lungimea unei laturi de 16 cm.
Aflati lungimile celorlalte doua laturi.
10p | 5. Rezolvati ecuatiile: a) 3- (X + 2)—5 =13;b) |X —ﬂ + |X - 2| =
10P | 6. Enuntati teorema 30° —60° —90°.
100 | 7. calculati: a=(-2)® : (- 4)+12: (- 3)+100°.
20p | 8. Masurile unghiurilor A, B, C ale unui triunghi sunt direct proportionale cu 4, 3 si
2. Stiind ca AD | BCsi [AE este bisectoarea BAC, si se afle masura unghiurilor
triunghiului, precum si a unghiului DAE .
Total 100 p Timp de lucru: 50 minute.
p -puncte
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5. MODEL DE TEZA — SEMESTRUL 11

START 10p

45 p

Partea | — Scriefi pe foaia de tezd numai rezultatele

Enuntati axioma lui Euclid.
Douad unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente sau..................
Punctul de concurentd a medianelor unui triunghi se numeste .........

Calculati: (520-12 ). (529 22)-....- (52910002

Ardtati ca numarul 2"+3 1 212 4 2N +lge divide cu 14, oricare ar fi ne N .
Calculati c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c al numerelor 225 si -75.

Rezolvati in Z ecuatia: HX +2q - 4‘ =2.
Calculati suma: S=1-2+3-4+5-...+99 - 100.
Rezolvati in Z: X% —x=2.

© 0o NoO b~ WP

Partea a l1-a — Scrieti pe foaia de teza rezolvarile complete

20p

1. Calculati: - 3- (- 1) ("+1) 4 5. (_g)n”—n+5,

2. Fie M mijlocul medianei [AA’] a unui triunghi ABC si CM mAB={N}.
Demonstrati ci: daci [AN]=A'N, atunci BC=2-AC si daci BC=2-AC,
atunci [AN]= A'N

3. In triunghiul ABC oarecare, [AE] si [CF] sunt iniltimi (E € BC,F e AB), iar H

este ortocentrul triunghiului ABC. Fie T mijlocul segmentului [AH], D mijlocul
[AC] si M mijlocul [BC]. Demonstrati ca: TD || HC; DM | AB; TD L MD .

Total 100 p
p -puncte

Timp de lucru: 50 minute.

6. MODEL DE TEZA — SEMESTRUL II

START 10p

10p

1. Daca distanta de la centrul de greutate al unui triunghi echilateral la o latura este
egald cu 6 cm, atunci lungimea inaltimii triunghiului este egala cu........ cm.

10p

2. Enuntati teorema liniei mijlocii in triunghi.

10p

3. Calculati c.m.m.m.c al numerelor -24; 48; -72.

10p

4. Calculati: |X| si |y, stiind ca [x+y+2/+[x—y|-0.

10p

5. Gasiti numerele a si b a caror medie aritmetica este 200 si care sunt invers

. . 1
proportionale cu 8, respectiv 45 .

10p

6. Aritati ci numerele de forma 225" +321+3.520+1  gn+l 55N o N¥se
divid cu 435.

15p

7. Segmentele [ AB] si [CD] se intersecteaza in E, astfel incat AC=BD si AC||BD.
Demonstrati cd E este mijlocul segmentului [AB] si ca AD|BC.

15p

8. In triunghiul dreptunghic ABC, m(A):90° si m(é):15° se construiesc
iniltimea [AD], bisectoarea [AE] si mediana [AO]. Daci DE=a si CD=b, sa se
calculeze perimetrul triunghiului AOE.

Total 100 p
p -puncte

Timp de lucru: 50 minute.
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111.6.

10.

PROBLEME PENTRU PREGATIREA CONCURSURILOR SCOLARE

ALGEBRA

O,(3)+E+g-x 2620

00(3)+13 5083’

Calculati valoarea lui x din egalitatea:

Daca 5+§+i =1si E = 0’(3) , c_ 0’(36), atunci aflati E, E, E
a b ¢ a 0,6) b 0,63) X' X' X
. Demonstrati ca suma tuturor divizorilor numarului A = 2011%%M ny se divide cu 2011.

Determinati numarul natural A stiind ¢i 27A are cu 15 divizori mai mult decat A, iar 8A®
are de 4 ori mai multi divizori decat A.

Facem un aliaj cu titlul 0,825 din trei bucati de metal, una cu masa de 6,250 kg si titlul
0,725, a doua cu masa de 9,225 kg si titlul 0,800, iar a treia cu masa de 15,450 kg si titlul
necunoscut. Aflati titlul celei de-a treia bucati de metal.

Fie numirul A =45.1521+1 1 gN+1.520+3 | ogn+2 320+l 'y o N* este dat. Determinati

e . - A <
valoarea minima si valoarea maxima ale numarului natural a, pentru care ey este numar

natural patrat perfect.

Fie S=(-1)%0 +(-1)* +(-1)?2 +..+(-1)%00  Stiind ci ag,ay,.. ajgpSunt numere
naturale, calculati:

a) valoarea minima si valoarea maxima a lui S;

b) demonstrati ca S#0, Vaj € N.

Precizati valorile lui n pentru care:
a) (a—b)"=(b-a)";
b) (a—b)" =—(b—a)".

Aratati ca, daca a, b, ¢, d sunt numere intregi si patrate perfecte diferite intre ele, atunci:

abc +abd + acd + bed + 332 < 2abcd.

Determinati numerele intregi pozitive x,y,z,t,u care verifica ecuatia:
2X.3Y.52+Z 74U — {1 cu t1=1-2-3-...-t.
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11. Fie un triunghi isoscel AABC cu baza [BC] si D mijlocul laturii [AC]. Paralela prin D la AB

intersecteaza BC in E si bisectoarea unghiului ABC in F. Demonstrati ca:
a) triunghiurile ADECsi AADE sunt isoscele;
b) AE L BC; (BE)=(EC)=(EF).

12. Fie AABCechilateral si D piciorul inaltimii din A. Perpendiculara din D pe AB
intersecteaza paralela prin A la BC in E. Aratati ca 2AE = 3AB.

13. Dreapta care uneste varful A al unui triunghi AABCcu mijlocul medianei din B
intersecteaza pe BC in D. Demonstrati ca BD = BC/3.

14. Se considerda cinci semidrepte avand aceeasi origine. Céate unghiuri determind aceste
semidrepte? (studiati toate posibilititile).

15. Fie unghiurile AOBsi BOC, astfel incit m(AOB)=3-m(BOC). Stiind ca masura
unghiului format de bisectoarele celor doud unghiuri este 60°, si se afle masurile unghiurilor

AOB si BOC.

N N N

16. Unghiurile AOBsi BOC sunt adiacente. Bisectoarea unghiului AOB formeaza cu

AN

semidreapta [OC un unghi de 100° iar unghiul format de bisectoarele unghiurilor AOB si

AN

BOC are misura de 70°.

a) Calculati masurile unghiurilor AOC, AOB si BOC.
b) Cercetati daca unghiurile AOP si BOC sunt congruente, unde [OP este opusa

bisectoarei unghiului BOC.

17. Desenati un unghi AOB, M mijlocul segmentului [OB] si punctul C pe semidreapta (AM
pentru care MA = MC. Demonstrati cd BC||OA.

18. Fie un triunghi isoscel AABC cu baza [BC] si [AD] iniltime. Daci P < (AB), R € (AC) si

AN N

ADP = ADR, aratati ca AD L PR.
19. Demonstrati implicatia: dq || d, si dg|ydy, = dq|/d3.

20. Fie un punct M pe latura [BC] a unui triunghi AABC. Paralela prin M la AB intersecteaza

N N

[AC] in D, iar paralela prin M la AC intersecteaza [AB] in E. Demonstrati ca BEM = CDM .

142



