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cea mai potrivitd sa dea inflexibilitate judecatii si ratiunii. ”
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II. GEOMETRIE, TRIGONOMETRIE - semestrul T
A.ll. PATRULATERE

A.l1.1. PATRULATER CONVEX

Definitie: Fie patru puncte distincte A, B, C, D situate in acelasi plan. Figura geometrica, notata
ABCD, formata din reuniunea segmentelor [AB], [BC], [CD], [DA] se numeste patrulater (figura
11.1), daca:

e oricare trei dintre punctele A, B, C, D sunt necoliniare,
e oricare dintre segmentele (AB), (BC), (CD), (DA) sunt disjuncte.
O alta definitie in forma redusa ar fi: Poligonul cu patru laturi se numeste patrulater.

A

Figura I1.1. Reprezentarea unui patrulater

Elementele componente ale patrulaterului ABCD sunt:
e patru varfuri, reprezentate de punctele A, B, C, D;
e patru laturi, reprezentate de segmentele [AB], [BC], [CD], [DA];
e doua diagonale, reprezentate de segmentele [AC], [BD].

Definitie: Numim patrulater convex (figura 11.2), daca pentru oricare doud puncte aflate in
interiorul sau, segmentul care le uneste este inclus in interiorul patrulaterului, respectiv patrulater
concav (figura 11.3), daca segmentul care uneste cele doud puncte nu este inclus in interiorul
patrulaterului.

Figura 11.2. Figura 11.3.
Reprezentarea unui patrulater convex Reprezentarea unui patrulater concav
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Precizari:
¢ Orice patrulater convex are 4 unghiuri interioare; de exemplu, pentru patrulaterul convex

N N N N
ABCD acestea sunt: DAB, ABC, BCD, CDA;
e Orice patrulater convex are 8 unghiuri exterioare, prin unghi exterior intelegandu-se orice
unghi adiacent si suplementar cu un unghi al unui patrulater convex (figura 11.4); fiecare
varf are cate doud unghiuri exterioare opuse la varf si congruente; de exemplu, pentru

N N NN NN NN

patrulaterul convex ABCD acestea sunt: 1,2,3, 4,5,6,7,8.

M

Figura I1.4. Reprezentarea unghiurilor exterioare ale patrulaterului convex ABCD

N NN N N AN ANEAN

(1=2;3=4,5=6;7=8)

Teoremd: Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex este egald cu 360°.

Teorema se demonstreazd cu usurinta astfel: pornind de la un patrulater, se traseaza o diagonala,

astfel patrulaterul se imparte in doud triunghiuri; cum suma unghiurilor unui triunghi este de 180°,
iar n acest caz avem doua triunghiuri, rezultd ca enuntul teoremei este evident.

Definitie: Numim patrulater ortodiagonal (figura 11.5), acel patrulater convex ale carui diagonale
sunt perpendiculare.

A

C

Figura I1.5. Reprezentarea unui patrulater ortodiagonal (AC L BD)
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Exemple:

e Ne propunem sa determinam masurile unghiurilor unui patrulater convex ABCD, stiind ca
sunt direct proportionale cu 2, 3, 6, respectiv cu 7.

mAJ=40°
N N N N N N N N mBJ:GOO
A B C D A+B+C+D 360° o
2 3 6 7 2+3+6+7 18 N

m| C |=120°

mD]:140°

Proba: m[A} +m| B [+ m(C] + m(D] =40° +60° +120° +140° =360°.

e Vom calcula masurile unghiurilor unui patrulater convex ABCD, stiind ca:

m| B =1-mA;mC =z-mA;mD =§~mB.
3 3 2
Cum m(Aj + m[Bj + m[CJ + m[DJ =360°, rezulti ca:
m| A +1~m A +g~m A +§-1~m A |=360°,
3 3 2 3
N 1 2 1 . N . N . N . N .
m(AJ-(1+§+§+Ej=360 :m(A]=144 : m[BJ:48 ;m[CJz% ;m(D]=72.

A.11.2. PARALELOGRAMUL

Definitie: Paralelogramul (figura 11.6) este patrulaterul convex cu laturile opuse paralele doua cate

doua.
A B
D C

Figura I11.6. Reprezentarea unui paralelogram
AB | CD; AD| BC
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Teorema: Intr-un paralelogram sunt verificate urmatoarele proprietdti:
- Laturile opuse sunt congruente doua cate doua.
- Unghiurile opuse sunt congruente doua cate doua.
- Doua laturi opuse sunt paralele si congruente.
- Oricare doua unghiuri alaturate sunt suplementare.
- Diagonalele se injumatatesc.

Teorema: (reciproca teoremei anterioare): Daca intr-un patrulater convex este verificata una dintre
proprietatile enuntate in teorema precedentd, atunci patrulaterul este paralelogram.

Cu titlu de exemplu vom demonstra ca paralelogramul are laturile opuse congruente doua
cate doud, dar si reciproca acestei proprietdfi: dacd un patrulater convex are laturile opuse
congruente doua cate doua, atunci patrulaterul este paralelogram.

Pentru a demonstra ca un paralelogram are laturile opuse congruente doud cite doua,
construim paralelogramul ABCD (figura 11.7).

A B

D C
Figura 11.7. Reprezentarea paralelogramului ABCD

Din definitia paralelogramului rezulta:
AB|CD=BAC=ACD (1)

AD| BC=DAC=BCA (2)
ULy
Din relatiile (1) si (2) = ABAC = ADCA = [AB]=[CD], [AD]=[BC],

ceea ce am dorit s demonstram.

Pentru a demonstra ca un patrulater convex cu laturile opuse congruente doud cite doua
este paralelogram, construim un patrulater convex ABCD (figura 11.8) despre care stim ca
[AB]=[CD] si ci [AD]=[BC]. Rezulti ci ABAC = ADCA (LLL), deci

N N

BAC=ACD = AB|CD (3)

DAC=BCA=AD|BC (4)
Din relatiile (3) si (4), rezulta cd ABCD este paralelogram.

D #t C
Figura 11.8. Reprezentarea patrulaterului convex ABCD
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Exemple: Vom utiliza figura 11.9 pentru rezolvarea exemplelor urmatoare.
A B

C

Figura 11.9. Desenul aferent exemplelor

e Paralelogramul ABCD are perimetrul egal cu 10,8cm. Stiind ca CD=3,4cm, determinati BC.
Pascp =AB+BC+CD+DA=2-BC+2-CD=2-BC+6,8

Pagcp =108
—2-BC+68=108=2-BC=4=BC=2cm

AN

e Se stie ca in paralelogramul ABCD, m(AJ =70°, CD = 4cm si DO=2cm. Calculati

masurile celorlalte unghiuri ale paralelogramului, precum si lungimea segmentului [BD].
Cum intr-un paralelogram unghiurile opuse sunt congruente, rezulta ca

m(,&J = m((gj =70° = m(é} = m[l?)} =(360° -140°):2=110°.

Mai stim cd intr-un paralelogram diagonalele se injumatatesc, deci: BD =4cm

A.11.3. DREPTUNGHIUL

Definitie: Dreptunghiul (figura 11.10) este paralelogramul cu un unghi drept.
A e o b

D L & C
Figura 11.10. Reprezentarea unui dreptunghi

Observatie: Dreptunghiul este un caz particular de paralelogram, care, pe langa toate proprietatile

acestuia, mai are urmatoarele proprietati:
e diagonalele sunt congruente;

e unghiurile unui dreptunghi sunt congruente si au misura de 90° fiecare.

Teorema: Un paralelogram este dreptunghi, daca si numai daca are diagonalele congruente.
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Cu titlu de exemplu vom demonstra ca unghiurile unui dreptunghi sunt congruente si au

masura de 90° fiecare.

Pentru aceasta vom folosi figura 11.9 si definitia dreptunghiului. Cum m(AJ:QO", iar

ABCD este paralelogram, rezultd ca m[AJ=m(CJ=90°. Folosind o altd proprietate a

paralelogramului, prin care oricare doud unghiuri aldturate sunt suplementare, rezulta ca:

m[A] + m(DJ =180°" = m(DJ =180" —90° =90°, respectiv

m[AJ + m(BJ =180" = m(B] =180° —-90° =90°.
Prin urmare, rezulta ca m{AJ = m[B] = m(CJ = m[Dj =90°.

Exemple:
e Un dreptunghi are perimetrul egal cu 100 cm si lungimile laturilor direct proportionale cu 4,
respectiv 6. Aflati lungimile acestora.
P=L+L+I1+1, unde L = latura mare a dreptunghiului, | = latura mica a dreptunghiului.
P=2L+21 =100 c¢m, rezultd ca L+l =50 cm.
lZEZIJF—I':@:5:I =20 cm, L=30 cm.
4 6 10 10

e In dreptunghiul ABCD (figura 11.11), bisectoare unghiului B intersecteaza latura [CD] in

AN

punctul M. Daca m[MBD] =15°si CM = 10 cm, calculati lungimea laturii [AD] si a diagonalei

[AC].

A B | ABCM este dreptunghic, rezulta:

m[BMC] =180° — (90° +45° )= 45°

Deci ABCM este dreptunghic isoscel,
= BC=MC=AD =10cm.

m(DMBJ =180° —45° =135°

C = m[BDMJ = 300, m(ADB] =60°

~

10cm
Figura 11.11. Desenul aferent exemplului

Aplicim teorema 30° —60° —90°
in AADB = AO=0D=0B=AD
= AADO este echilateral

A A =AC=2-AD=2-AD =20cm
m[ABMJ = m[CBM] =45°
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A.ll.4.ROMBUL

Definitie: Rombul (figura 11.12) este paralelogramul cu doua laturi consecutive congruente.

A

C
Figura 11.12. Reprezentarea unui romb

Observatie: Rombul este un caz particular de paralelogram, care, pe langa toate proprietatile
acestuia, mai are urmatoarele proprietati:

o toate laturile sunt congruente;

e diagonalele sunt perpendiculare;

e diagonalele sunt bisectoarele rombului.
Aceste proprietdti pot fi transpuse in teoreme, astfel:

\ Teorema: Daca un patrulater convex are toate laturile congruente, atunci patrulaterul este romb. \

\ Teorema: Un paralelogram cu diagonalele perpendiculare este romb. ]

Teoremd: Daca intr-un paralelogram o diagonala este bisectoarea unui unghi, atunci paralelogramul
este romb.

Teorema: Fiecare diagonald a unui romb este inclusd in bisectoarele a doud unghiuri opuse ale
rombului.

Definitie: Indltimea unui romb este distanta dintre doua laturi opuse ale rombului.
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Cu titlu de exemplu vom demonstra ca rombul are diagonalele perpendiculare.
Construim rombul ABCD (figura 11.13), cu AC nBD = {O}.

A

D B

C
Figura 11.13. Desenul aferent exemplului

Se stie ci [DO]=[OB]= [AOQ] este mediand in AADB , triunghi isoscel, deoarece [AD]=[AB].
Rezulta ca [AO] este si inaltime in AADB , deci AO 1. BD = AC 1. BD.

Daca dorim sia demonstram, tot cu titlu de exemplu, ca fiecare diagonala este inclusa in
bisectoarele a doua unghiuri opuse ale rombului, vom analiza rombul ABCD din figura I1.13.

Din ipoteza rezulta ca AADB =ADCB (LLL). Prin urmare, ADBEBDC:>[DB este

bisectoarea ADC , respectiv ABD = CBD = [BD este bisectoarea ABC .
Similar pentru diagonala [AC]. Din ipoteza rezulti ci AADC = AABC (LLL). Prin urmare,

N N AN AN

DAC = BAC = [AC este hisectoarea DAB , respectiv DCA = BCA = [CA este bisectoarea DCB.

Exemple:
e Seda AABC isoscel cu baza [BC], [BD] iniltime, D € (BC), DE| AC, DF| AB,

E €(AB), Fe(AC). Aritati ci AEDF este romb.

A In figura 11.14 se prezinti desenul corespunzitor
enuntului.
DE || AC
= DE||AF (1)
E F F e (AC)
DF || AB
= DF||AE  (2)
E < (AB)
B C AABC e isoscel, AD 1 BC = (ADsi bisectoare (3)
| D 06
Figura 11.14. Desenul aferent exemplului =  AEDF =romb
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e In paralelogramul MNPQ (figura 11.15) se stie cd NP = 4cm si PQ =8 cm. Daci E si F sunt
mijloacele laturilor [MN], respectiv [PQ], aratati ca MF L QE

M E N

Q P
F

Figura 11.15. Desenul aferent exemplului

NP =4cm
= NP =MQ =4cm
NP = MQ
PQ=8cm
= MN =PQ=8cm
MN = PQ
ME = EN
= ME=EN=QF=FP =4cm
QF=FP
MN || QP = ME || QF o :
= MEFQ e paralelogram= MEFQ e romb, iar intr-un romb diagonalele
ME =QF =4cm

sunt perpendiculare, adica MF 1. QE.

AILS. PATRATUL

Definitie: Patratul (figura 11.16) este patrulaterul convex cu toate laturile congruente si toate
unghiurile congruente.

A o / o P

J ' -

D «Iﬁ f (—' C

Figura 11.16. Reprezentarea unui patrat
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Observatie: Patratul este si romb, deoarece are toate laturile congruente, dar este si dreptunghi,
deoarece are toate unghiurile congruente. Asadar, patratul are toate proprietatile dreptunghiului si
rombului, adica:

toate laturile sunt congruente;

toate unghiurile sunt congruente, deci drepte;

diagonalele sunt congruente, perpendiculare si au acelasi mijloc;

diagonalele sunt bisectoarele unghiurilor.

Teorema: Daca un paralelogram are doud laturi consecutive congruente si un unghi drept, atunci
este patrat.

Teorema: Daca un paralelogram are diagonalele congruente si perpendiculare, atunci este patrat. ’

Exemple:
e Se considera triunghiurile dreptunghice isoscele ABD si CDB, avand ipotenuza [BD]
comuna. Aratati ca ABCD este patrat. (figura 11.17)

A

C
Figura 11.17. Desenul aferent exemplului

AABD = ABCD (IU)=> AB =BC si CD=DA.
Dar AB = AD si BC = CD, deoarece triunghiurile sunt isoscele = AB =BC=CD =DA =
= ABCD romb.

AN

Cum m(AJ =90°si ABCD romb = ABCD pitrat.
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AN

e Infigura 11.18, ABCD este pitrat si CED este triunghi echilateral. Aflati masura CBE .
E

&0

50° 60°
D 'S

Al B
Figura 11.18. Desenul aferent exemplului

ACED echilateral = [CE]=[ED]=[CD], m(DECJ = m[ECA:DJ = m[CI?)EJ = 60°
dar ABCD este patrat, deci = [CD] = [DA]= [AB] = [BC], m[/l] _ m(éj _ m[é\:J _ m[l?)} _90°.

= m[ECDJ =60° +90° =150° si cum AECD este isoscel cu [EC]=[BC]=
m(CEBJ = m[CBE] = (180o -150° )Z 2=15°.

A.l11.6. TRAPEZUL

Definitie: Patrulaterul convex cu doud laturi opuse paralele si celelalte doua laturi opuse neparalele
se numeste trapez. Laturile paralele se numesc baze [latura mai mica — baza mica (AB), iar latura
mai mare — baza mare (CD)], iar distanta dintre bazele trapezului se numeste fndaltimea trapezului
(MN). (figura 11.19)

A B M

D
Figura 11.19. Reprezentarea unui romb
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Definitie: Trapezul dreptunghic este trapezul cu un unghi drept. (figura 11.20)

Definitie: Trapezul isoscel este trapezul cu laturile neparalele congruente. (figura 11.21)

A B A B

.

L

D Cl D C
Figura 11.20. Figura I11.21.

Reprezentarea unui trapez dreptunghic

Trapezul isoscel are urmatoarele proprietati.
e unghiurile aldturate unei baze sunt congruente;
e diagonalele sunt congruente.

Reprezentarea unui trapez isoscel

‘ Teorema: Un trapez este isoscel, daca si numai daca unghiurile aldturate unei baze sunt congruente. ’

‘ Teorema: Un trapez este isoscel, dacd si numai daca diagonalele sunt congruente.

Cu titlu de exemplu vom demonstra ca intr-un trapez isoscel unghiurile alaturate bazei mari

sunt congruente.

A B

.
F

D E
Figura 11.22. Desenul aferent exemplului

Construim trapezul isoscel ABCD
(figura 11.22), cu AB | DC, AB < DC,
[AD]=[BC].

Construim

AE 1 DC, BF 1 DC, E,Fe(DC).

Din AE 1 DC, BF 1. DC = AE | BF =

ABFE este dreptunghi, deci [AE]|=[BF]
Stim din ipoteza ca

[AD]=[BC]= AAED = ABFC (IC)

AN N

ADE = BCF, deci unghiurile alaturate
bazei mari sunt congruente.

A N
Rezulta evident ca si DAE = CBF, ceea
ce inseamna ca si unghiurile alaturate
bazei mici sunt congruente.

Observatie: Daca trasam si diagonalele in figura 11.22 si tinem cont de ceea ce am demonstrat ca

N N

ADC = BCD, rezulta ca AADC = ABCD (LUL), [AC]=[BD] adica diagonalele sunt congruente

intr-un trapez isoscel.
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Exemple:
e Determinati masurile unghiurilor unui trapez ABCD si natura acestuia, stiind ca unghiurile

sunt invers proportionale cu 1111
prop 6567
m AJ:QO"
A\ N N A A A AN A m Bj:750
AB 2 D ABttD 39 5o = trapez dreptunghic.
6 5 6 7 6+5+6+7 24 A
m| C |=90°
m DJ:105°

AN

e Fie trapezul dreptunghic ABCD cu m(AJ =90°, AB| DC, AB > DC, m(CABJ =60°,

AC 1 BC. Aratatica AB=4-CD.
Construim in figura 11.23 trapezul dreptunghic ABCD, conform cerintelor din enunt.

D C
|

a0°

é0°

A B
Figura 11.23. Desenul aferent exemplului

AADC - dreptunghic

m{CABj = m(ACDJ = 60°- unghiuri alterne interne, = m(CAD] =180° — (90° +60° ): 30°

Aplicand teorema 30° —60° —90° = CD = A—ZC = AC=2-CD (1)

AACB - dreptunghic
m(CABJ =60° = m[CBA] =180° — (90° +60° )= 30°
* A (o] o (o) AB
Aplicand teorema 30" —60° —90" = AC = > =AB=2-AC 2

Din relatiile (1) i (2), rezultica: AB=2-AC=2-2-CD=4-CD
AB=4.-CD
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A.IL7. LINIA MIJLOCIE IN TRIUNGHI SI TRAPEZ

Linia mijlocie in triunghi

Definitie: Linia mijlocie intr-un triunghi (figura 11.24) este segmentul care uneste mijloacele a
doua laturi ale triunghiului.

Daci [AP]=[PB] si [AQ]=[QC] = [PQ] este linie mijlocie.
A

B C

Figura 11.24. Linia mijlocie intr-un triunghi

Observatie: Intr-un triunghi exista trei linii mijlocii.

Teorema liniei mijlocii in triunghi: Fiecare linie mijlocie a unui triunghi este paralela cu a treia
latura a triunghiului si este egala cu jumatate din lungimea acesteia.

PQ| BC

Deci, daca [PQ] este linie mijlocie, conform teoremei enuntate anterior, = PQ BC
2

Reciproca teoremei liniei mijlocii in triunghi: Daca o dreaptd este paralela cu o latura a unui
triunghi si trece prin mijlocul altei laturi a triunghiului, atunci ea contine o linie mijlocie.

PQ| BC
[AP]=[PB

Definitie: Dat fiind AABC, iar M, P, Q mijloacele laturilor [AB], [BC], [CA] se defineste AMPQ
ca triunghi median AABC (figura 11.25).

Deci, daca { i atunci, pe baza reciprocei teoremei liniei mijlocii, PQ este linie mijlocie.

A

Fer rFri

rrr rrr

P
Figura 11.25. Reprezentarea unui triunghi median
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Exemplu:
o infigurall.26, M, N, P, Q sunt mijloacele segmentelor [AB],[AC],[AM],[AN]. Daca

PQ=2,5cm, calculati lungimile segmentelor [MN],[BC].
A

M

B C

Figura 11.26. Desenul aferent exemplului

[AM]=[MB] BC
{mmzmd:3M“‘E‘

[p]=[PM] VN
{[AQ]E[QN] = PQ=—-=MN=2-PQ=5cm

=BC=2-MN=10cm

Teorema: Centrul de greutate al unui triunghi este situat pe fiecare mediand la doua treimi de varf si
o treime fata de baza.

Exemplu:
e Fie paralelogramul ABCD (figura 11.27) , punctul O, punctul de intersectie a diagonalelor

{0}=ACBD, iar E si F sunt mijloacele laturilor (AB) si (BC). Aritati ci O este centrul de
greutate al ADEF .

A E B

C

Figura 11.27. Desenul aferent exemplului

Notim cu {M}=EF~BD

[AE]= [EB]: eF = 2C = linie mijlocie in AABC = [OM]=[MB]=om =22 -
[BF]=[FC] 2 2 2

ca O este centrul de greutate al ADEF .
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Linia mijlocie in trapez

Definitie: Linia mijlocie in trapez (figura 11.28) este segmentul de dreapta determinat de mijloacele
neparalele ale trapezului.

Daca [AP]=[PD] si [BQ]=[QC]= [PQ] este linie mijlacie.
A B

D C
Figura 11.28. Linia mijlocie intr-un trapez

Teorema liniei mijlocii in trapez: Linia mijlocie a trapezului este paraleld cu bazele si are lungimea
egald cu semisuma lungimilor acestora.

PQ| AB| CD
Deci, daca [PQ] este linie mijlocie, conform teoremei enuntate anterior, = AB +CD

2

Exemple:
e Intrapezul ABCD lungimile bazelor sunt de 14 cm, respectiv 6 cm. Determinati lungimea
liniei mijlocii, respectiv lungimile segmentelor determinate de diagonale pe linia mijlocie.
Fie trapezul ABCD din figura 11.29, in care: AB <CD, [PQ] este linie mijlocie.
Notim cu {M}=PQnNBD, {N}=PQNAC.

A B

D C
Figura 11.29. Desenul aferent exemplului

_AB+CD _6+14

PQ="— 10cm

A T . AB

in AADB, [PM] este linie mijlocie, deci PM = — 3cm.
A .. cer . . AB

in AABC, [NQ] este linie mijlocie, deci NQ = — - 3cm.
R e . CD

in ABCD, [MQ] este linie mijlocie, deci MQ = = 7cm.

Rezulta cd MN=MQ-NQ=7-3=4 cm




e Aratati ca diagonalele unui trapez determina pe linia mijlocie un segment de lungime egala
Cu jumatatea diferentei dintre baza mica si baza mare a trapezului.
Folosind trapezul ABCD din figura 11.29, avem:

in AADC, [PN] este linie mijlocie, deci PN :%.

in AADB, [PM] este linie mijlocie, deci PM = %

CD-AB
2
Deci, diagonalele unui trapez determind pe linia mijlocie un segment de lungime egalia cu
semidiferenta dintre baza mare si baza mica a trapezului.

Rezulta ca: MN =PN-PM =

AJdlL.8. CENTRUL DE SIMETRIE SI AXELE DE SIMETRIE ALE POLIGOANELOR
STUDIATE

Definitie: Doud puncte A §i A* sunt simetrice fatd de un punct O, dacd O este mijlocul
segmentului [AA*]. Punctul A* se numeste simetricul punctului A fatd de punctul O, iar punctul A
se numeste simetricul punctului A* fata de punctul O.

Definitie: Doud puncte A si A* sunt simetrice fatd de o dreapta d, daca dreapta este mediatoarea
segmentului determinat de cele doua puncte. Punctul A* se numeste simetricul punctului A fata de
dreapta d, iar punctul A se numeste simetricul punctului A* fata de dreapta d.

Definitie: Doua figuri F1 si F2 sunt simetrice fata de o dreapta d, daca prin pliere dupa dreapta d
figurile coincid.

Definitie: Doud figuri F1 si F2 sunt simetrice fata de o dreapta d, daca orice punct al figurii F1 are
ca simetrie fatd de dreapta d un punct al figurii F2 si invers. Dreapta d se numeste axa de simetrie.

Exemplu: In figura 11.30 se prezinta doud puncte simetrice A, B, doua segmente simetrice [CD],
[C*D*] si doua triunghiuri simetrice XZY si X*Y*Z*, fata de axa de simetrie care este dreapta d.

i

Aws- - -30--—g8B8
{-_1 \ /{-14.
D D*
}:Wr 171
z 7+

Figura 11.30. Reprezentarea simetriei

Definitie: Fie o figurd geometrica F si un punct O al figurii F. Daca simetricul fiecarui punct A al
figurii O este un punct A* al figurii, spunem ca O este centrul de simetrie al figurii.
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Particularizari ale centrului de simetrie si axelor de simetrie pentru diverse poligoane

Paralelogramul

Teoremd: Punctul de intersectie al diagonalelor unui paralelogram este centrul de simetrie al
acestuia.

Observatie: Paralelogramul nu are axe de simetrie.

Cu titlu de exemplu vom arata ca mijlocul unei diagonale a unui paralelogram este centru de
simetrie. Construim in acest sens paralelogramul din figura 11.31; trasaim diagonala AC a
paralelogramului si consideram punctul O ca mijloc al diagonalei AC. Vom demonstra ca punctul O
este centrul de simetrie al paralelogramului.

A M B

C
M*
Figura 11.31. Desenul aferent exemplului

Consideram un punct M oarecare al paralelogramului si ardtdm ca simetricul lui M fatd e O
apartine paralelogramului. Fie {M*}=MO nCD. Din ABCD paralelogram, avem AB || CD, deci

MAO = M*CO. Cum [AO]=[0C]= AMAO = AM*CO (ULU). Prin urmare, M* este simetricul
punctului M fatd de O si apartine paralelogramului ABCD, deci O este centrul de simetrie al
paralelogramului.

Dreptunghiul

Observatie: Dreptunghiul (figura 11.32) are:
e doua axe de simetrie: mediatoarele laturilor opuse,
e Un centru de simetrie: punctul de intersectie al diagonalelor.

A

e i e CEE R

p e Ny C

L}
Figura 11.32. Reprezentarea axelor de simetrie §i a centrului de simetrie pentru un dreptunghi
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Rombul

Observatie: Rombul (figura 11.33) are:
e doua axe de simetrie: dreptele-suport ale diagonalelor;
e Un centru de simetrie: punctul de intersectie al diagonalelor.

A

e

Figura 11.33. Reprezentarea axelor de simetrie si a centrului de simetrie pentru un romb

Patratul

Observatie: Patratul (figura 11.34) are:
e patru axe de simetrie: mediatoarele laturilor opuse si dreptele-suport ale diagonalelor;
e Un centru de simetrie: punctul de intersectie al diagonalelor.

A i B .-
. 1 ‘f
i
.‘\ 1 #
L L} ‘_"

L L} +
¥ ' ’

. ' iy
LM ] #

- [] "’

., i #

- L _‘."

- [] -

* ] #,

#
.,
-
‘i'f
SRS PR - mmmmmmmmeem }--
J"\
P
# ] e
J"J 1 »
r ] ""‘
J/ 1 *
- [ -
£ ] “
#, N -
F, ] “"
r, 1 *
# [ ~
s . i
P ! F\
<~ D : C

Figura 11.34. Reprezentarea axelor de simetrie §i a centrului de simetrie pentru un pdtrat

Trapezul isoscel

Observatie: Trapezul isoscel (figura 11.35) are o axa de simetrie: mediatoarea bazelor.
A B

D C
Figura 11.35. Reprezentarea axei de simetrie pentru un trapez isoscel
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A.11.9. ARIILE FIGURILOR GEOMETRICE

Triunghi

Aria triunghiului se calculeaza cu diferite formule, in functie de tipul de triunghi (figurile

11.36 + I1.41), de datele cunoscute, dupa cum vom putea constata in cele ce urmeaza:

A
F E
h
B ] 'S
D b
Figura 11.36.

Reprezentarea unui triunghi oarecare
Formula de baza a ariei unui triunghi este:

AD-BC BE-AC CF-AB h-b
2 2 2 2

Aasc =

unde AD 1. BC, BE L AC, CF L AB,
h = inaltime, b = baza.

Figura 11.38.
Reprezentarea unui triunghi echilateral

Formula ariei unui triunghi echilateral este:

2
0?3
A =
ABC 4
unde ¢ =AB=BC=AC
h = M
2
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A
< 2
h
B — [ C
1p D
Figura 11.37.

Reprezentarea unui triunghi dreptunghic

Formula ariei unui triunghi dreptunghic este:

Ci-C h-i
AaBc =—12 2 =—2p
unde c;, C; — catete, ip — ipotenuza.
hotice
Ip
A
¢ b
B C
a
Figura 11.39.

Reprezentarea unui triunghi oarecare
de laturia, b, c

Formula lui Heron:

Angc =+p-(p-2)-(p-b)-(p—c)
unde p = semiperimetrul triunghiului

_a+b+c
2




M
Figura 11.40. Figura I1.41.

Formula ariei unui triunghi median este: Proprietatea medianei:
triunghiuri echivalente=triunghiuri cu arii egale
Mediana imparte un triunghi in doua triunghiuri

echivalente.

AaBC
4

Ampg =

Patrulatere
Aria unui patrulater oarecare se poate calcula prin descompunerea patrulaterului in

triunghiuri si insumarea ariilor acestora. (figura 11.42)

/4 (ABCD) = 4 (ABD) + 4 (CBD)|
A

D

{'-1
Figura I1.42. Descompunerea unei suprafete patrulatere in suprafete triunghiulare

Generalizare: Orice suprafata poligonala se poate descompune in suprafete poligonale disjuncte,
deci aria acelei suprafete este egala cu suma ariilor suprafetelor ce o compun.

a 2 I
P S A B
a a ¢ ¢
Q R
- } 4
) I T C
Figura 11.43. Reprezentarea unui pdtrat Figura 11.44. Reprezentarea unui dreptunghi
U pors = a° = PQ? Aagcp =L -/
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A b B
£
B h
h
¢ £ D _l C
B E
C
Figura 11.45. Reprezentarea unui romb Figura 11.46. Reprezentarea unui trapez
dq;-d B+b)-h
A agcD = 12 2 _/.n AABCD:u
A B
h
D ] C
E b
Figura I11.47. Reprezentarea unui paralelogram C
- Figura 11.48.
Reprezentarea unui patrulater ortodiagonal
d; Ld
dq;-d
AnscD = 12 2

Exemple:
e in AABCse construieste AD | BC, De (BC). Daca m(DACJ =60°,BC =9,8 cm,
AC=10 cm. Aflati aria AABC si distanta de la B la AC.

A in figura 11.49 este reprezentat desenul aferent
cerintelor problemei.

60° \ E In AADC dreptunghic, m[ADC]=90°,

:m{ACD]:30° = AD :%:Scm

AD-BC 5-98 2
D Fie BE L AC, E€(AC)
Figura 11.49. Desenul aferent exemplului . .
Apgc = BEZAC _BE10_545cm? = BE=49cm

89



e (alculati aria patratului care are diagonalele egale cu 4 cm.

Putem aplica formula rombului: A = 4—24 =8 cm?

e (Cate dreptunghiuri existd cu lungimile si latimile numere naturale, daca un dreptunghi are
aria egala cu 12 cm??

Avem 3 dreptunghiuri cu laturile: (L;1)= {(12;2),(6;2); (4;3)}, L > 1.

e Stiind ca aria unui patrulater ortodiagonal este de 400 cm?, iar una dintre diagonalele
acestuia este de 25 cm, calculati lungimea celeilalte diagonale.

A:dl-zdz 25-d,

= 400= —=800=25-dy =d, =32cm.

e Un triunghi dreptunghic are laturile direct proportionale cu numerele 3, 4, 5, iar perimetrul
egal cu 36 cm. Calculati aria triunghiului.
Fie un triunghi dreptunghic cu catetele AB = ¢, AC = b siipotenuza BC = a i P = a+b+c=48 cm

a=20
Avem: &P _c_arbre I8,y 14o Agee =212 sacm?
5 4 3 12 12 1 2

AN

e Trapezul isoscel ABCD are AB || CD, AB > CD, m(A] =45°, CD =8 cm, AB :g-CD .

Calculati aria trapezului.

D C Deoarece trapezul este isoscel,

m(A] =45 = m(BJ =45°

= AAED = ABFC = AE =DE=BF=CF=AB;CD
45 45 5 ;
A B | AB=2.cD=2.8=20cm
E F 2 2
Figura 11.50. Desenul aferent exemplului | _, Af _ pE—-BE=CF = 20-8 —6cm
In figura 1150 este reprezentat desenul _(B+b)-h _(20+8)-6 )
aferent cerintelor problemei. Appcp = > = > =84cm

e Unromb ABCD are latura egala cu 14 cm. Calculati aria rombului stiind ca perimetrul
AABC este de 42 cm, iar perimetrul AABD este de 46 cm.

A In figura 1151 este reprezentat desenul aferent
cerintelor problemei.
Pragc =AB+BC+CA =14+14+AC=42cm
= AC =14cm
D ] B | Pxagp =AB+BD+DA =14+BD+14=46 cm
= BD =18cm
Asco = ACéBD _14-18 _1260m?2

C
Figura 11.51. Desenul aferent exemplului

90



All.10. EXERCITII SI PROBLEME

1. Patrulaterul ABCD are doua perechi de laturi consecutive congruente: [AB] = [BC] si
[CD]=[DA]. Demonstrati ci:
a) [BD] este bisectoarea unghiurilor ABC si ADC;

b) A=C;
c) AC LBD.

Un patrulater care indeplineste aceste conditii se numeste patrulater zmeu.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.52.

A

D B

C
Figura 11.52. Desenul problemei 1 (A.11.10)

ABD =CBD
a) AABD =ACBD (LLL)= {ADB =CDB = [BD] este hisectoare pentru ABC si ADC ;

A=C

b) A =C, demonstrate anterior;
c) ABACisoscel [AB]=[BC]= [AC] e baza acestui triunghi, iar [BD] e bisectoare = [BD] este si
inaltime = AC L BD.

2. Infigura 11.53, triunghiurile ABC si DCE sunt isoscele, [AB]=[AC]=[DC]=[DE] si
[BC] = [CE]. Demonstrati cd ABCD este paralelogram.
Demonstratie:

A D

B C E

Figura 11.53. Desenul problemei 2 (A.11.10)
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m[BAC +m(ABCj (A B] 180°
AABC = ADCE isoscele =

m|{ ACB |= m{DCE = m[ABCJ = m(DECJ, iar
m| BCE [=180° =m ACBJ (D ]+m[ACDj

m ACD] = m(BAC = m[CDE]

AC = AC (latura comuna)
AABC, AACD :{AB =DC = AABC = AACD (LUL)= [AD]=[BC] (1)

m(s/lc} m(AéDj

BAC = ACD —AD|BC (2
AC —secanta

Din relatiile (1) si (2) = ABCD este paralelogram

3. Se da dreptunghiul ABCD, cu AE L BD, CF L BD. Sa se demonstreze ca AECF este

paralelogram.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.54.

D C

A B
Figura 11.54. Desenul problemei 3 (A.11.10)

In triunghiurile dreptunghice DAB si BCD avem:

[AD]=[BC]| CC DBA = BDC
= ADAB = ABCD =
[A8]=(DC] .
ADB = DBC

In triunghiurile dreptunghice ADE si CBF avem:
[AD]=[BC]| 1u |AE ] = [CF]

n A = AADE = ACBF = A A (1)
ADE = CBF DAE = BCF
FE este secantd si AEF = CFE (alterne interne) 2

Din relatiile (1) si (2) = AECF este paralelogram, deoarece are doua laturi paralele si congruente.
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4. Fie ABCD un dreptunghi si {O} = AC N BD. Pe diagonala [BD] se considera punctele M si
N, astfel incat [BM]=[ND]. Aritati ca:
a) O este mijlocul segmentului [MN];

b) AMCN este paralelogram.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.55.

D C

N

M
A B
Figura 11.55. Desenul problemei 4 (A.11.10)
a) OM =|OB-MB|, ON=|OD-DN|, DN=BM , OB=0D = OM=ON;
b) Din AO =0C si NO=MO = AMCN este paralelogram.

AN

5. Rombul ABCD are m[Aj =60°. Fie E mijlocul laturii (AB) si F mijlocul laturii (BC).

Notim AC nBD = {0}.

a) Demonstrati ca [DE]=[AQ];

b) Demonstrati ca triunghiul DEF este echilateral.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.56.

A AABD isoscel
a) " ., = AABD echilateral
m| A |=60
|~

[AO] este bisectoare, mediana, inaltime, iar
&0° AE = EB = [DE] mediana, inaltime, bisectoare,
E rezulta ca [DE]=[AO].

< AE =EB R
b) In ABAC, { c = EF e linie mijlocie

O :>EF||AC,EF:A—2C (1)

ACBD isoscel

" ., = ACBD echilateral
m| A |=60

[DF] mediana, inaltime
Analizand ACBD si AABD , avem

[AD]=[BC]; [cD]=[AB]; m[AJ = m[é} =60°

= ACBD = AABD, rezulta ca liniile importante
C sunt congruente: DE = DF @)

Figura 11.56. Desenul problemei 5 (A.11.10) | Dinrelatiile (1) si (2) = DE = EF = DF, deci
ADEF este echilateral.
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6. Fierombul ABCD din figura 11.57 si M, N, P, Q mijloacele laturilor [AB], [BC], [CD],
respectiv [DA] ale rombului. Demonstrati ca MNPQ este dreptunghi.

Demonstratie:
A
Q / \ M

D \ >
P / N
C
Figura 11.57. Desenul problemei 6 (A.11.10)

B

[AM]
[BN]
[AQ]
[oP]=[PC]
Din relatiile (1) si (2) rezulta ca [PQ]=[NM] si PQ|| NM, deci PNMQ este paralelogram.
{23]]2_[[?5?]] = QM este linie mijlocie in AABD = MQ || BD si MQ = B—2D (3)
[DP]=

[BN]= [Nc
Din relatiile (3) si (4) rezulta ca [PN] = [QM] si PN || QM.
BD L AC
BD || MQ
Din PNMQ este paralelogram si MQ L. MN = MNPQ este dreptunghi.

[MB]
[NC]

[QD] o . AC
= PQ este linie mijlocie in AADC = PQ|| AC si PQ= Ty 2

AC

‘:> MN este linie mijlocie in AABC = MN || AC si MN = 5 (1)

BD
‘:> PN este linie mijlocie in ABCD = PN|| BD si PN = — 4)

= MQ L MN

7. Fierombul ABCD din figura 11.58, AC nBD = {O} Daca lungimea segmentului [OB] este

media aritmetica a lungimilor segmentelor [OA], [OC], [OD], demonstrati ca ABCD este patrat.
Demonstratie:
OA +0C+0D

A OB = 3 :>OB=2'OA+OD
A0 =0C, DO =0B
3:0B=2-0A+0D =

O 3-:0B=2-O0A+0B
2-:0B=2-0A=0B=0A

= 0B=0A=0D=0C

Din ABCD romb si [AC]=[BD]

= ABCD este patrat.

C
Figura 11.58. Desenul problemei 7 (A.11.10)
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8. Fie dreptunghiul ABCD din figura 11.59. Se noteaza cu E, F, G, mijloacele segmentelor
[CD], [AE], respective [BE]. Stabiliti natura patrulaterului CDFG.
Demonstratie:

E
D C

A B
Figura 11.59. Desenul problemei 8 (A.11.10)

[AF]=[FE] S .. _AB
= FG este linie mijlocie in AAEB = FG || AB si FG = —

[BG]=[GE] 2

Din FG || AB si AB||DC = FG | DC

Cum FG || DC si DF nu este paralel cu CG, rezultd ca CDFG este trapez.

9. In triunghiul ABC, M, N si P sunt mijloacele laturilor (AB), (AC), respectiv (BC). Daca
AP ~MN = {Q}, demonstrati ca [MQ]=[QN].

Demonstratie: Construim desenul din figura 11.60.
A

M N

B C
P

Figura 11.60. Desenul problemei 9 (A.11.10)

[Am]=[mB] o . BC
= MN este linie mijlocie in AABC = MN || BC si MN = —

[AN]=[NC] 2

Cum MN| BC si MN = BP =PC, rezulti ci Q este mijlocul lui MN, deci [MQ]=[QN].

10. Fie trapezul ABCD din figura 11.61, cu AB| CD , AB <CD ,{O}= AC nBD. Aritati ca
Aanob =AaBoc -

Demonstratie: Construim desenul din figura I11.61.
Fie AE | DC,BF 1L DC, iar AE = BF

A B
Aanob =Aaapc —Aaboc =
AE -DC BF-DC
) > ADOC > ADOC
=Axscp —Aapoc =AaBoc
D -
E F -
Figura 11.61. Desenul problemei 10 (A.11.10)
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B.IIl. ASEMANAREA TRIUNGHIURILOR

B.I1.1. RAPORTUL A DOUA SEGMENTE

Definitie: Raportul a douda segmente este raportul lungimilor lor, exprimat in aceeasi unitate de
masura.

AB  7dm

CD 35dm

Exemplu: AB=70cm, CD =35 dm =

Definitie: Daca se poate forma o proportie cu lungimile a patru segmente, acestea se numesc
segmente proportionale.

Exemplu: AB=70cm, BC=35cm, CD =36 cm, DE =18 cm.
AB 70 _ CD 36

> —=—=2=—=—.
BC 35 DE 18

Teorema paralelelor echidistante: Daca mai multe drepte paralele determind pe o secanta segmente
congruente, atunci ele determind pe orice altd secantd segmente congruente.

In figura 11.62 prezentam aplicarea teoremei paralelelor echidistante.

Figura 11.62. dl ” d2 ” d3 ” d4 ” d5 si A]_Az =A2A3 =A3A4 =A4A5
= conform teoremei paralelelor echidistante cd BjB, = B,B3 =B3B, =B4Bs5

Exemplu: Folosind figura 11.61 si, stiind ca B;B4 =15 cm, si se calculeze B,B,4, B3Bg, B1Bg.
B,B4 =B;B, +B,B3 +B3B, =3-B;B, =15cm=3-B;B, =15cm=B;B, =5cm

B,B; =ByB3+B3B; =2-B;B, =10cm

B3Bg =B3B4 +B4Bg +BsBg =3:B1B, =15cm

B1Bs =B1By +B2B3 +B3B4 + B4Bg =4-B1B, =20 cm.

B.11.2. TEOREMA LUI THALES

Teorema lui Thales: O paraleld dusa la una dintre laturile unui triunghi determina pe celelalte doua
laturi sau pe prelungirile acestora, segmente proportionale.

Daca DE || BC, atunci E:E sau E:E.
DB EC AB AC
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Reciproca teoremei lui Thales: Fie triunghiul ABC si punctele D € AB, E € AC, aflate in acelasi
plan determinat de paralela prin A la BC.

Daca £=E — DE|| BC.
DB EC

In figura 11.63 se prezinti aplicarea teoremei si reciprocei teoremei lui Thales.
A E D

C

D E
B / \C.‘ B

Figura 11.63. Aplicarea teoremei si reciprocei teoremei lui Thales

Observatie: Daca AD # AE — DEnueparalelcuBC.
DB EC

Teorema paralelelor neechidistante: Mai multe drepte paralele determina pe doua secante oarecare
segmente proportionale.

Dacd di|dy|d3|dyldg si a, b sunt doud secante (a se vedea figura 1I.61), atunci,
conform teoremei paralelelor neechidistante avem:
AlA]  ArA3 AzA;  A4Ag
BB, B,B; B3B; ByBs

Exemplu: Fie punctele M si N situate pe laturile [AC], respectiv [BC] ale triunghiului dreptunghic

ABC, m(AJ =90°, m[CJ =30°, MN || AB, MN =6cm, % = % Calculati lungimile NC, BC si

AB.
In figura 11.64 se prezinta desenul aferent exemplului considerat.
C
30°
M N
A B

Figura 11.64. Desenul aferent exemplului

In triunghiul dreptunghic CMN, NC =2-MN =12 cm
Notam BN = x. Din M=g si Mz X :>g=

AC 5 AC x+12 5 x+12
In triunghiul dreptunghic BAC, BC =2-AB = AB =10cm.

=X=8=BC=NC+x=20cm
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Teorema bisectoarei: Intr-un triunghi, bisectoarea unui unghi determind pe latura opusid doud
segmente proportionale cu celelalte doua laturi.

In figura 11.65 se prezinta aplicarea teoremei bisectoarei.

A A
B D C E B C
[AD] bisectoarea BAC [AE] bisectoarea exterior BAC , AB = AC
B0 _AB BE_AB
DC AC CE AC

Figura 11.65. Aplicarea teoremei bisectoarei

Exemplu: Stiind ca in figura 11.64 din stanga, AB=9 c¢cm, AC = 15 cm, BC =20 cm, sa se afle BD.

BD:AB:> BD =E:> BD :3315~BD=180—9-BD:>24~BD=180:
DC AC BC-BD AC 20-BD 15
BD =7,5cm

In figura 11.66 se prezinti un exemplu de impartire a segmentului [AB] in patru parti
{a; b:c; d} direct proportionale cu {2;5; 3 3}.

Aa C b D ¢ E d B

5

a1

H2
N
B4
Figura 11.66. Impdrtirea unui segment in parti proportionale cu numere date
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B.11.3. TRIUNGHIURI ASEMENEA

Definitie: Doud triunghiuri sunt asemenea (figura 11.67), dacd au unghiurile corespondente
congruente si laturile corespondente proportionale.

A A'

B' Cr

B C
Figura 11.67. Triunghiuri asemenea

. deflA=A"B=B,C=C
AABC~ AAB'C' & AB  BC AC

A'B BC AC

AN

Exemplu: Daca AABC~ AA'B'C', AB =25cm, AC =30cm, A'C'=18cm, m(Aj =75, aflati

AB s mm.

Din relatia de asemanare rezulta ca:

AB BC AC 25 BC 30 30 5
A'B" B'C A'C A'B' B'C' 18 18 3
E:E:A'B':ch,iarm Al=mA'|=75

A'B" 3

Teorema fundamentalia a asemandgrii: O paraleld dusa la una din laturile unui triunghi formeaza cu
celelalte laturi sau cu prelungirile acestora un triunghi asemenea cu cel dat.

In figura 11.68 se prezinti aplicarea teoremei fundamentale a asemanarii.

A E D

D E
B / \C.‘ B

Figura 11.68. Aplicarea teoremei fundamentale a asemdanarii
DE || BC = AADE ~ AABC = AD = AE = DE
AB AC BC
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Exemplu: In AABC,AB =12cm, AC =9cm, BC =12 cm,AD =4 cm, AE =3 cm, D € (AB),
E < (AC), si se stabileasci, daci DE || BCsi sa se calculeze DE.
Utilizand, pentru rezolvare, figura 11.68 (stdnga) avem:

RTT
in AABCavem D _AE 4 3 _1_ 1:>DE||BC
AB AC 12 9 3 3

AD AE DE 1 1

= = =—=DE==-BC=4cm.
AB AC BC 3 3

B.11.4. CAZURILE DE ASEMANARE ALE TRIUNGHIURILOR

Se vor face exemplificari pe figura 11.67.

Teoremd — Criteriul UU: Doud triunghiuri sunt asemenea, daci au doua perechi de unghiuri
corespondente congruente.

I\ N N A UU
Daca A=A',B=B' = AABC~ AA'B'C

Teorema — Criteriul LUL: Doud triunghiuri sunt asemenea, dacda au doua perechi de laturi
corespondente proportionale si unghiurile dintre ele congruente.

AB AC
Mo Ao~ LUL

Daci fB A'C' 5 AABC-~ AA'B'C'
A=A

Teorema — Criteriul LLL: Douda triunghiuri sunt asemenea, daci au laturile corespondente
proportionale.

LLL
Daca AB BC AC = AABC~ AA'B'C'

AB BC AC

Observatii.

e Raportul indltimilor, medianelor si bisectoarelor ce pornesc din varfurile corespondente a
doua triunghiuri asemenea este egal cu raportul de asemanare al celor doua triunghiuri.

e Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului de asemanare.

Exemple: Se va demonstra cu titlu de exemple observatiile facute (figura 11.69).
A Al

B' '
D's'T

B C
DST
Figura 11.69. Desenul aferent exemplelor [AD indltime, AS — bisectoare, AT — mediana]

AD 1 BC,A'D'LBC, BAS BA'S‘ [BT]=[TC],[B'T]=[T"C]
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e Se cere: ﬂ=k.
A'D'

Notam raportul de asemanare

N N AN N UU
in AABDsi AA'B'D' avem: B=B'si D=D' = AABD ~ AA'B'D'= AB = AD = BD
A'BI AIDI B'D'

cum 2B k= AD
AB AD
AT

e Secere: — =Kk
AT

Notdm raportul de asemanare

noon LUL
In AABT si AA'B'T' avem: B=B"' si £=ﬂ = AABT ~ AA'B'T' = AB = AT = BT
A| BI BITI AI BI AITI BITI
cum 25 _k= ALy
AI BI AITI
e Secere: ﬁ:k.
A'S'
Notam raportul de asemanare AB =k
A'B'
| e o o W AB AS BS

in AABSsi AA'B'S avem: BAS=B'A'S' si B=B' = AABS~ AA'B'S = =12
A'B AS BS

e AABC~ AA'BC = B _ BC = AC _AD =k=
A'B" B'C AC AD

ﬁzk:>AB:k-A'B'
A'B'
E_k:BC k-B'C'
=1'ac
——=k=>AC=k-A'C
A'C
AD = AD =k A'D'
A'D'
AD-BC k-A'D'k-B'C' k?.-A'D-B'C
ApABC = = =
2 2 2 -
A'D'-B'C
AAA'B'C'=T
= Appsc =kZ A Aanee _ 2
AABC =K "ApAABC = 1 =

ApABC
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B.11.5. EXERCITII S PROBLEME

1. Se considera AABC i punctele D si F, D € (AB), E e (BC), astfel incat DE || AC . Daci
BD =8cm, AD =6cm, BE =4cm, calculati AB, EC si BC.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.70.

A

D

B C
E

Figura 11.70. Desenul problemei 1 (B.11.5)

AABC Teorema Thales
DE || AC = %z%:gz%:CE:3cm:AB:14cm, BC=7cm.

2. Intrapezul ABCD, ACNBD = {O}, BD = 35cm,§ = % . Calculati OD si OB.

Demonstratie: Construim desenul din figura 11.71.

A B

Figura 11.71. Desenul problemei 2 (B.11.5)

ADOC Teorema Thales cCO DO 3 DO
= _— =

AB || DC AO OB 4 BD-DO

= 4.D0O =3-(35-D0O)= 7-DO =105=

= DO =15cm = 0B =35-15=20cm

DO
=
35-DO

3
:>_
4
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3. Pe laturile AABC se considerd punctele D si E, D € (AB), E e (BC). Verificati daca
DE || BC, in cazul in care AB =28cm, AC =42cm, AD =8cm, AE =12cm.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.72.

AE
AC

AD
AB

4. Fie MNPQ un patrulater convex, MP A NQ = {O}. Daci OR | NP, R € (MN), OS|| PQ,

A

D E

B C
Figura 11.72. Desenul problemei 3 (B.11.5)

8 12 Re ciproca teoremei lui Thales

= —=— =8-42=28-12=336=336 = DE || BC.

28 42

Se(MQ), demonstrati ci SR || QN .
Demonstratie. Construim desenul din figura 11.73.

APNM
RO || NP

AMPQ
0S| PQ

5. In paralelogramul ABCD, consideraim M e (AC), N € AD,P € DC, astfel incat MN || AB si

Teorema Thales MR ~ MO

= - =
Teorema Thales MS ~ MO RN SQ

R

P Q
Figura 11.73. Desenul problemei 4 (B.11.5)

RN a OP |tranzitivi tate MR MS Re ciproca teoremei lui Thales

sQ op

DP

ND
MP || BC. Demonstrati ca —+ — =1.
AD

DC

Demeonstratie: Construim desenul din figura 11.74.
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D P C
Figura 11.74. Desenul problemei 5 (B.11.5)

MN || ABsi AB | DC = NM || DC

AADC Teorema Thales ND MC

= _> 1
NM || DC AD AC ( )
PM || BCsi BC||AD = PM|| AD
AADC Teorema Thales DP  AM

= " )
PM || AD DC AC ( )

ND DP MC AM_ MC+AM AC

Adunand relatiile (1) 51 2) = + = + =
AD DC AC AC AC AC

1.

6. In AABC, E este mijlocul laturii [AB], (EF este bisectoarea AEC , F < (AC), (EG este

bisectoarea CEB, G e (BC). Aritati ci FG || AB .
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.75.

A

B C
G
Figura 11.75. Desenul problemei 6 (B.11.5)

AE = EB
AAEC Teorema bi sec toarei AF ~ AE
EF — bisectoare E Bl E ranz o BG Re ciproca teoremei lui Thales
. . = —=— = FG | AB.
AEBC Teorema bi sec toarei BG EB FC GC
= - =
EG —bisectoare GC EC
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AN

7. Fie AABCcu m(AJ =90°si AD 1 BC. Demonstrati ca.

a) AABD ~ ACBA;
b) AABD ~ ACAD;
c) AADC ~ ABAC.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.76.

A
B u C
D
Figura 11.76. Desenul problemei 7 (B.11.5)
. ) ADB = CAB W
a) Referitor la AABD si ACBA avem: R . = AABD~ ACBA;
ABD = ABC

b) Referitor la AABCsi AADB avem:

m(B] + m(cj =90° . .

R R = m(DABj = m(C]
m(Bj + m[DABJ =90°

Referitor la AABD si ACAD avem:

AN N

ADB = ADC UU
A A\ = AABD~ ACAD;
m[DABJ = mLCJ

€) S-a demonstrat la punctele anterioare ca AABD ~ ACBA si AABD ~ ACAD.
Rezulta, prin tranzitivitate, ca AADC ~ ABAC sau ACBA ~ ACAD .

8. Fie M un punct pe latura [BC] a paralelogramului ABCD. Daca AM nDC = {N} si
DM N AB = {P}, demonstrati ci:
a) AABM ~ ANCM ;
b) ACDM ~ ABPM ;
) CD? =CN-BP.
Demonstratie. Construim desenul din figura 11.77.
a) AB||DC = AB| CN

AB || CN " "
— ABM = MCN @)
BC —secanta
BMA = CMN (opuse la varf) (2)
uu

Din relatiile (1) si (2) = AABM ~ ANCM.
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A B P

D C N
Figura 11.77. Desenul problemei 8 (B.11.5)
b) AB || DC = BP| CN
BP || DC
BC —secanta

BMC = BMP (opuse la varf) 4
Din relatiile (3) s1 (4) liJ ACDM ~ ABPM .
¢) CD? —=CN-BP = CD-.CD=CN.BP = =2 _ B%
CN CD

BM AM AB
Din AABM~ ANCM ={MC MN CN (5)
AB =CD
BM _PM _BP (6)
MC MD DC
tranzitivitate cp BP

. .o . 2
in relatiile (5) si (6) CN CD

AN

— DCM = MBP (3)

Din ACDM ~ ABPM =

9. Fie AABCisoscel cu AB = AC. Mediatoarea laturii (AB) intersecteaza pe BC in M.
Demonstrati ca AC? =AM -BC.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.78.
A

B M
C
Figura 11.78. Desenul problemei 9 (B.11.5)
Relatia care trebuie demonstratd se poate scrie astfel:

AC? = AM -BC = AC-AC = AM -BC = AC = BC :>AC _AM : AC=AB:>E=
AM AC BC AC C

Analizam AABC si AAMB.

MP este mediatoare pe [AB] = MB = MA = AAMB isoscel = B = BAM (1)
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AABC isoscel = B=ACB (2)
N N N UU
Din relatiile (1) si (2) = ACB = BAM = ABM = AABC~AMBA = AB _AC _BC =
MB MA BA

_ AC _BC _ Ac.AB-BC. MA. iar AC = AB = AC% =AM -BC.
~MA BA

10. In trapezul ABCD, cu AB || CD, AB < CD, notim AD nBC = {P}.
Se dau AB =9cm,DC =15cm,AD =8cm,PB=6cm.
a) Calculati perimetrul APAB;
b) Calculati raportul :Aﬂ.

ABCD
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.79.

P

A B
D / \ c

Figura 11.79. Desenul problemei 10 (B.11.5)

a) Pxpag =PA+AB+PB=PA+9+6=PA+15

APAB~APDC = PA_PB_AB_9 _3_ PA 3  pA—12cm = Pyppg =27cm
PD PC DC 15 5 PA+8 5

2
b) APAB~ APDC :Mﬂ:@j _2

Aappc \5) 25
A A
ApscD =Aappc —Apps = ot = APAB
Apsco  Aappc —ApaB
AxppB _ Aapas 9 9

=

Apsco  Aappc —Apag  25-9 16
Sau, daca dorim sa calculdm efectiv ariile, folosind rezultatele de la punctul a) si aplicand formula
lui Heron in APAB si APDC, obtinem:

AxppB :\/g [2—6j (g—gj (2—12J 247~\/1_5 cu PB=6cm,AB =9cm,PA=12cm,

2 | 2 2 2
AApDC :\/f (ﬁ—loJ (ﬁ—zoj (£—15j 75\/E cu PC=10cm,PD = 20cm,CD =15cm,
2 \ 2 2 2
27 \/—
AaraB _  AsraB 271 _9

Rezulta:

Apecp  Aappc —Apas 75\/_ \/_ 48 16

107



II. GEOMETRIE, TRIGONOMETRIE - semestrul IT

C.Il. RELATII METRICE

C.1l.1. PROIECTII ORTOGONALE SI TEOREME FUNDAMENTALE IN TRIUNGHIUL
DREPTUNGHIC

Definitie: Proiectia ortogonald a unui punct pe o dreaptd este piciorul perpendicularei dusa din
acel punct pe dreapta. (figura 11.80)

P
Q d
=

Pr Qr

Figura 11.80. Reprezentarea proiectiei unui punct pe o dreapti
prgP=P', Ped si pryQ=Q", Qed

Teorema: Proiectia unui segment pe o dreapta este un segment sau un punct.

E

P
Q M
N F d
Pr Qr P'I.Ir Er

Figura 11.81. Reprezentarea proiectiei unui segment pe o dreapti

Observatie: Daca proiectia segmentului [PQ] pe dreapta d este segmentul [P’Q’], atunci proiectia
mijlocului segmentului [PQ] este mijlocul segmentului [P’Q’].

Teorema | a indlfimii: Intr-un triunghi dreptunghic lungimea iniltimii corespunzitoare ipotenuzei
este media geometrica a lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza.

Cu notatiile din figura 11.82, avem:
A

<1

[ C
1p D
Figura 11.82. Reprezentarea unui triunghi dreptunghic pentru care vom scrie relatiile metrice
unde ¢y, C; — catete, ip — ipotenuza, h — indltimea corespunzatoare ipotenuzei

m| BAC |=90° 5
— |AD? =BD-DC

AD 1 BC

B
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Teorema a ll-a a inaltimii: Lungimea inaltimii corespunzatoare ipotenuzei este egald cu raportul
dintre produsul lungimii catetelor si lungimea ipotenuzei

AB-AC sau |h = Cl.'CZ
BC ip

AD =

Reciproca primei teoreme a inaltimii: Fie AABC si De(BC), astfel incait AD 1 BC si

AD? = BD-DC . Atunci m(BACJ —90°.

2 _ . n
AD®=BD-DC _, I Bac |=90°
AD L BC

Reciproca celei de-a doua teoreme a indlfimii: Daci in AABCcu AD L BC, De(BC) avem

AD -BC = AB - AC, atunci m(BACJ =90°.

AD-BC=AB-AC_ | fBeac|=00
AD 1 BC

Exemple: Vom folosi in exemplele date figura 11.82 si teorema inaltimii:

e Proiectiile catetelor unui triunghi dreptunghic ABC pe ipotenuza au lungimile BD=16cm si
DC=36cm. Aflati lungimea inaltimii AD din varful unghiului drept.
AD? =BD-DC = AD =+/16-36 = 24cm.

e Intr-un triunghi dreptunghic ABC, lungimea proiectiei unei catete pe ipotenuzi este de 4 cm,

iar lungimea indlfimii corespunzatoare ipotenuzei este de 8 cm. Calculati lungimea proiectiei
celeilalte catete pe ipotenuza.

AD? =BD-DC =82 = 4.DC = DC =16cm

e Intriunghiul dreptunghic ABC din figura 11.82, QADB _ 9 BC=25cm. Calculati AD.
ADC

Calculam ariile triunghiurilor dreptunghice ADB si ADC.
A AD -BD

ADB = o

2 | A _BD_29 ipc_95_BD+DC = DC-16cm
AD-DC| ~ Appc DC 16

Appc = —

= BD =25-16 =9cm si aplicand teorema indltimii obtinem: AD =+/9-16 =12cm.
e Daci in triunghiul ABC din figura 11.82, cu AD L BC, AD =4+/5cm, BD =5cm,
CD =16cm, aratati ca AABC este dreptunghic.

2 . o
Verificam relaia: AD2 =BD-DC = (4J5) =16.5=16.5=16-5=>80=80 = m(BAC] =90

Teorema catetei: Intr-un triunghi dreptunghic lungimea fiecirei catete este media geometrici a
lungimii ipotenuzei si a lungimii proiectiei catetei respective pe ipotenuza.

AB? =BC-BD|si|AC2 =BC-CD

Exemplu: in triunghiul dreptunghic ABC din figura 11.82, cu AD L BC, AB =12 cm, AC =5 cm.
Calculati lungimea ipotenuzei.
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= AB% + AC? =BC-(BD +CD)= AB? + AC? =BC? = BC =13cm.

AB? = BC-BD
AC2 =BC-CD

Reciprocele teoremei catetei:
R1: fn AABC, daci AD LBC, De(BC) si are loc una din relatiile AB?=BC-BD sau

AB2 =BC.CD, atunci m{BAC] —90°.

R2: In AABC, daci D e (BC)este un punct, astfel incat ABZ =BC-BDsi AC? =BC-CD, atunci

m(BACJ =90°.

Exemplu: Daca in triunghiul ABC din figura 11.82, cu AD 1 BC, AB=10cm, BD =5cm,
BC =20cm, aratati ca AABC este dreptunghic.

Verificam relatia: AB? =BC-BD =102 =20-5=>100=100= m(BAC] =90°.

Teorema lui Pitagora: Intr-un triunghi dreptunghic suma pitratelor lungimilor catetelor este egala
cu patratul lungimii ipotenuzei.

AB? + AC? = BC?
Definitie: Numerele care respecta relatia Iui Pitagora se numesc numere pitagoreice.

Exemple: Triplete de numere pitagoreice sunt:

{(3, 4, 5) - {(5, 12,13)

(3k, 4k 5k), ke N* (5k, 12k 13k), ke N*

Reciproca teoremei lui Pitagora: Daca intr-un triunghi suma patratelor lungimilor a doua laturi este
egala cu patratul lungimii celei de-a treia laturi, atunci triunghiul este dreptunghic.

Observatii:

e Daciin AABC avem AB2 + AC? < BCZ, atunci m(Aj >90°;

e Daciin AABC avem AB2 + AC? > BCZ, atunci m(A] <90°.

Teorema lui Pitagora generalizati: Fie AABC din figura 11.81 cu AD 1 BC.

AN

Daci m(C)>90°,atunci AB2 - AC?+BC2+2.BC-CD:

AN

Daci m(Cj<90°, atunci AB2 =AC?+BC2-2.BC-CD.

Exemple:
e Verificati, daci tripletul (20; 48; 52) este format din numere pitagoreice.

20=5-4
48=12-4, = k =4 = ca avem un triplet de tipul (5k, 12k ,13k)
52=13-4
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sau 207 +482 =522 = 400+ 2304 = 2704=> 2704 = 2704,
= tripletul (20; 48; 52) e format din numere pitagoreice.

e VVom demonstra ca intr-un patrulater ortodiagonal, are loc: AB? +CD? =BC? + DA?.
Construim patrulaterul ortodiagonal ABCD (AC 1 BD)din figura 11.83.

A

O
|

C
Figura 11.83. Desenul aferent exemplului

Aplicdm teorema lui Pitagora 1n triunghiurile dreptunghice AOB, BOC, COD, respectiv DOA.
AB? = AO? + OB?

BC?=B0?+0C? |AB?+CD?=A0%+0B?+D0?%+0C?

cD? =D0? +0c? 3{802 +AD2 B2 +0C2+A0% +DO2

AD? = AO? + DO?

— AB? +CD? =BC? + AD?

e Dreptunghiul ABCD din figura 11.84 are lungimea de trei ori mai mare decat latimea, iar

perimetrul egal cu 40 cm. Aflati lungimile diagonalelor.
A B

O

D C
Figura 11.84. Desenul aferent exemplului

Pagcp =2-(AB+BC)=40= AB +BC =20, iar AB=3-BC =4-BC=20=
BC=5cm,AB=15cm

Aplicdm teorema lui Pitagora 1n triunghiurile dreptunghice ABC si ADC.
AC? = AB? + BC? = BD? =15% + 5% = AC = BD = /250 =510cm.

e Sa se arate ca intr-un triunghi dreptunghic cu ipotenuza a si cu catetele b si ¢, are loc relatia:
a+c b a

b a+c b’
Deoarece triunghiul este dreptunghic, are loc teorema lui Pitagora: a? =h% +c?.
a+c b _ (@+c)>+b? a?+2ac+c?+b? 2a%+2ac 2a-(a+c)

b a+c b-(a+c)  b-(a+c)  b-(a+c) b-(a+c):2

a
.
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C.11.2. ELEMENTE DE TRIGONOMETRIE

Intr-un triunghi dreptunghic (figura 11.85) se definesc asa-numitele functii trigonometrice:
sinus, cosinus, tangenta, cotangenta, dupad cum urmeaza:

A

B u C
D
Figura 11.85. Figura aferentd discutiilor trigonometrice

Definitie: Intr-un triunghi dreptunghic, numim sinusul unui unghi, notat cu sin, raportul dintre
cateta opusa §i ipotenuza.

Exemple: sinB:A—C; sinC=E.
BC BC

Definitie: Intr-un triunghi dreptunghic, numim cosinusul unui unghi, notat cu cos, raportul dintre
cateta alaturata si ipotenuza.

Exemple: |cosB = E; cosC = AC .
BC BC

Definitie: Intr-un triunghi dreptunghic, numim tangenta unui unghi, notata cu tg, raportul dintre
sinusul si cosinusul unghiului, respectiv dintre cateta opusa si cea alaturata.

AC AB
sinB gc AC sinC  gc AB
Exemple: [tgB=——=—"*=— tgC = = = .
P 5 = osB AB  AB cosC AC AC

BC BC

Definitie: Intr-un triunghi dreptunghic, numim cotangenta unui unghi, notata cu ctg, raportul
dintre cosinusul si sinusul unghiului, respectiv dintre cateta aldturatd si cea opusa sau inversul
tangentei.

AB AC
cosB pc AB 1 cosC pBc AC 1
- = = = ) ct C = — = = = .
sinB AC AC 1gB sinhC AB  AB tgC
BC BC

Exemple: |ctgB =

Relatii intre functiile trigonometrice

e |sin®B+cos? B=1; sin2C+cos?C=1

. sin(90° — B): cosB ; sin(90° - C): cosC

. cos(90° — B): sinB ; cos(90° — C): sinC

. tg(90° - B): ctgB ; tg(90° - C): ctgC
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Exemple:

. . .. . 4 5 . . .
e (alculati cosx si tgx, stiind ca SInX = 5 unde x este masura unui unghi ascutit.

) 16 16 16 9
sm2x+c052x:1:>—+c032x:1:>coszx:1——:>cos‘2x:1——:>cos‘2x:—:>
25 25 25 25
sinx 4 1 3
= CO0SX=—, tgX=——=—, ClgQX=—=—
cosx 3 tgx
T thX - . . .
e Aratatica SIn“ X = , unde x este masura unui unghi ascutit.
2
1+tg“x
sin? x sin? x sin? x
2
t9°X  cos?x cos? X —COSZX—SiHZX
2, 2, 2 2, 1 '
1+tg“x 1+sm X  sin“ X+cos” x
2
cos? x cos? x cos™ X

e Calculati:

tgllo_tgzo_tgzo_m'thgO:sml _S|n2 .sm3 . _5|n89 B

c0sl° c0s2° c0s3°  c0s89° -
_ sinl® sin2° sin3®  sin89°
sin89° sin88° sin87°  sinl®

1

e Daca a=sinx+cosx, b=sinx—cosx, cu x masura unui unghi ascutit, calculati
(a+b)? +(a—b)? si sin* x—cos* x.
(a+b)? +(a—b)? =(2sinx)? +(2cosx)? =4- (sin2 X + OS2 x)z 4
sin% x —cos* x = sin? x — cos? x)- (sin2 X + c0S? x): (sinx —cosx)-(sinx +cosx)=a-b.
sinX-cosx N 1 . . . )
> T stiind cd tgX = —, cu X mdsura unui unghi ascutit.
X +4cos” X

e (Calculati

SN

3sin

1
19°

sinx-cosx SinXx-cosx tgx

2 2, 2 T 3tgx+4
3sin“ X +4c0s“ X g
cos? -[S-Sm X+4J 3

+4

Ll FNI

COS2 X

Teorema cosinusului: Fie AABC din figura 11.85.
Conform teoremei lui Pitagora generalizata, avem: AB% =AC?+BC?-2-BC-CD.

AN

Din triunghiul dreptunghic ACD, cu m{C] <90°rezultd: CD = AC-cosC =

AB? =BC? + AC? -2-BC-AC-cosC. (1)

AN

Daci m(C) >90°, avem:

AB2 = BC2 + AC2 —2-BC-AC -cos{L80° —C). 2)
Egalitatile (1) si (2) constituie teorema cosinusului.
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in tabelul 1.1 vom prezenta citeva valori ale functiilor trigonometrice pentru anumite
unghiuri mai frecvent intalnite in calcule.

Tabelul 11.1. Valorile functiilor trigonometrice pentru diverse unghiuri

Funcia sin cos t ct
Unghiul g g
. 1 V3 V3 V3
30 2 2 3
2 2 1 1
45° £ £
2 2
V3 1 N V3
o No = 3 N2
60 > 2 3
Exemple:

e Intr-un triunghi dreptunghi isoscel lungimea ipotenuzei este de 10+/2 cm. Calculati
lungimile catetelor.

Intr-un triunghi dreptunghi isoscel avem unul dintre unghiuri de 90°, celelalte doua fiind
congruente si egale ca misurd cu 45°; prin urmare catetele sunt egale. Notind catetele cu C si
ipotenuza cu ip, rezulta: sin45 :_£ = Cc=ip-sin45 =10\/§-§ =10cm.

1P

AN

e Fie AABCdin figura 11.84. Cunoscand faptul ca m[Cj =60°, AB=12 cm, BC=14 cm, sa se

calculeze lungimea laturii AC.

Din AB? = BC2 + AC% —2-BC-AC -cosC = 144 =196+ AC? —2-14-12%:AC =229 cm.

C.11.3. ARII ALE UNOR POLIGOANE STUDIATE FOLOSIND TRIGONOMETRIA

Pe langa relatiile de calcul ale ariilor diferitelor figuri geometrice prezentate in paragraful
A.Il.9 se vor prezenta in continuare alte cateva formule de calcul al ariilor prin intermediul
functiilor trigonometrice ( figurile I1.86 ~I1.89).

A
A B
¢ b
D C
Figura 11.87. Reprezentarea unui dreptunghi
B C
a A
Figura 11.86. AC? ~sin(AC, BDJ
Triunghiul oarecare ABC, de laturi a,b,c
Aascp =
A _b-c-sinA_b-a-sinC _a-c-sinB 2
ABC 2 2 2
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A A B
E
O
D B
c D C
Figura 11.88. Reprezentarea unui romb Figura 11.89. Reprezentarea unui paralelogram
= . = 2 .gj n
Apgcp = AB-d(C,AB)=AB“ -sinB AC-BD-sin[AC,BD]
A =
ABCD >
AABCD =AB-BC-sinB

Exemple:

e Calculati aria triunghiului din figura 11.86, stiind ca: a =5 cm, ¢ =4 cm si m(Bj =60°.
Apsc :—a-c-zsmB =?-sin60° :%-?z&ﬁ cm?.

e Cunoscand in figura 11.89, ca AB =7 cm, BC =6 cm, m[B] =30°, si se calculeze aria

paralelogramului ABCD.
Apgcp =AB-BC-sinB = 42% =21cm?,

C.1l.4. EXERCITII SI PROBLEME

AN

1. Fie triunghiul dreptunghic ABC, cu m(Aj =90°, AB =12cm, BC = 24cm. Calculati

perimetrul triunghiului si masurile unghiurilor.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.90.
C Aplicdm teorema lui Pitagora:
BC? = AC? + AB?
242 = AC? +12% = AC? =242 —122
= AC? =(24-12)-(24+12)= AC? =12-36
= AC =124/3 cm
AC 123 3 [“j_ .
——=—>=m =60

sinB=—= B
BC 24 2

A B
Figura 11.90. Desenul problemei 1 (C.11.3) - m(é} ~180° —90° —60° = 30°
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AN

2. Fie triunghiul dreptunghic ABC din figura 11.90, cu m{Aj =90°, BC = 25cmsi

sinB+sinC :%. Aflati:

a) perimetrul triunghiului;
b) lungimile catetelor.
Demonstratie:

a) sinB+sinC:%:>sinB:g—sinC

CumsinB:£, sinC:E,:A—C:Z—Ejﬁzﬁ—E:AC:BS—AB:
BC BC' "BC 5 BC 25 25 25

= AB+AC =35= Ppgc =AB+AC+BC=60cm.

b JAB+AC=35 ()? _ AB? +2.AB-AC +AC? =352
AB? + AC? =257 (Pitagora)  |AB? + AC? =252

2-AB-AC =(35-25)-(35+25)=2-AB-AC =10-60 = AB - AC =300, iar cum AB + AC =35=
AB =15cm

=
AC =20cm

— 2.AB-AC =352 — 252

3. Fie triunghiul dreptunghic ABC, cu AD 1L BC, BD = 4+/3cm, m(BAD] =60°. Aflati

lungimile laturilor si masurile unghiurilor triunghiului ABC.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.91.
C

D

A B
Figura 11.91. Desenul problemei 3 (C.11.3)

Deoarece m[BAD] =60" = m{CADJ =30°

sin| BAD =sin60°:@:ﬁ=ﬁ:>AB:8cm
AB AB 2
in AADB avem: AD? = AB? —BD? = AD? =64—48=16= AD =4 cm.
AD 4 43 83

in AADC avem: sin| ACD |=sin60°=—=—=-"-=AC=——cm
AC AC 2 3

in AABCavem: BC? = AB? + AC2 = BC? :64+%:%:> BC=¥=8\/§ cm.

7
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4. Intrapezul dreptunghic ABCD cu m[A] = m(D] =90°, AB = AD =+/3cm, m(C] =60°

se cere sa se calculeze perimetrul si lungimile diagonalelor trapezului.
Demonstratie. Construim desenul din figura 11.92.

A B
O
D E C
Figura 11.92. Desenul problemei 4 (C.11.3)
Fie BE L DC,
In ABEC dreptunghic avem:
sin| C |=sin60° zﬁzﬁzﬁzﬁz BC=2cm
2 BC 2 BC

EC? =BC? —BE? = EC =1cm

Pascp =AB +BC +CD + DA =3 (1++3)om
in ADAB dreptunghic avem:

BD? = AD? + AB2 = BD =+/6cm

in AADC dreptunghic avem:

AC? = AD? +CD? =3+ (V3 +1f =7+ 243 = AC =7+ 2J/3cm.

AN

5. Un paralelogram ABCD are aria de 40 cm?, AB=10 cm, m(ADCJ =135". Sa se calculeze:

a) Perimetrul paralelogramului;
b) Lungimea diagonalelor paralelogramului.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.93.

D C

A E B F
Figura 11.93. Desenul problemei 5 (C.11.3)
a) Fie DE 1 AB = ADEA dreptunghic.

Daca m(ADCJ =135 = m(DAEJ = 45° = ADEA este dreptunghic isoscel = AE = DE .
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Apgcp = AB-DE =10-DE =40 = DE = 4cm = AE

in AAED dreptunghic avem: AD? = AE? + DE? =32=5 AD =42 cm.

Deci AB=DC=10cm, AD = BC=4+/2cm

Pasco = AB +BC +CD + DA =20+8v2=4-(5+22)cm

b) in ADEB dreptunghic avem:

BD? = DE? + EB? = BD =+/52=2+/13cm

Pentru a calcula lungimea diagonalei AC, trasam CF L AB = ACFA dreptunghic, unde
AF=AB+BF=AB+AE =14 cm

in ACFA dreptunghic avem: CA? = CF2 + AF2 =212 = CA = 24/53cm.

6. Raportul diagonalelor unui romb este de %, iar perimetrul rombului este de 40 cm. Se cere>
a) Aria rombului;

b) Inaltimea rombului;
c) Distanta de la centrul rombului la o latura a sa.

Demonstratie: Construim desenul din figura 11.94.
J.%.

C
Figura 11.94. Desenul problemei 6 (C.11.3)

a)22_3_pg-3.ac,
AC 4 4

Pagcp =40=AB=BC=CD=DA=10cm

AC)? (BD)?
Aplicam teorema lui Pitagora in AAOB : AB? = AO? +OB? =100= [7] + (Tj =

2 2 2 2
100=(A2C] +[3A8Cj 100 16AC 629AC — AC =16 cm = DB =12 cm
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Apsep = DBIAC 12116 g0 2
2 2
b) Construim DE L AB = A pcp = DE-AB =96cm? = DE-10=96cm? = DE =9,6 cm
c) Construim OF L. AB.

OA-OB 6-8

in AAOB dreptunghic avem: OF = = = 0OF=48cm.
AB 10

7. Fie dreptunghiul ABCD cu AB =9 cm, BC = 12 cm. Se cere:
a) Distanta de la B la diagonala AC;

b) Daca E este proiectia punctului B pe AC, iar {F} =BE N AD, aflati [AF]
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.95.

A F D

B C
Figura 11.95. Desenul problemei 7 (C.11.3)

a) Cum BE L AC =d(B;AC)=BE.

in AABC dreptunghic avem:
AB-BC 6-8

BE = 2% L OF=48cm.
AC 10
AC? = AB? 1 BC? =81+144=225—= AC =15 cm
_pe 912 36
15 5

0 m(AéE} m(EécJ ~a0'
m(EQB}m(Eéc] a0 jm( j E[ ]

= ABAF ~ AABC = BF _AF —3

ACAB BC

81 27

=—=Ccm
12 12 4

b ¢

8. Demonstrati ca intr-un triunghi ascutitunghic au loc relatiile: — =— =— .
sinA sinB sinC

Demonstratie. Construim desenul din figura 11.96.
Construim AD L BC si BE L AC.
Notam AD =X, BE=Yy.

sinB =

in AADC dreptunghic avem: :S!LB E:_L=_L (1)
SinC = sinC ¢ sinB sinC

olX o|Xx
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B

Figura 11.96. Desenul problemei 8 (C.11.3)

sinA:X .
in AAEB dreptunghic avem: C:>SI_LA=E:>_L=_L (2)
sinC:X sinC ¢ sinA sinC
a
b c

sinA_sinB _sinC

9. Demonstrati ca intr-un triunghi dreptunghic ABC, cu m(AJ =90°, are loc relatia:

a=b-cosC+c-cosB.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.97.

C

b

A B
c

Figura 11.97. Desenul problemei 9 (C.11.3)

cosB = 5 9 5
b c b+c a

= b-cosC+c-cosB=b-—+c-— = =~ _=a
a a a a

cosC =

LT |0

10. Fie dreptunghiul ABCD cu M mijlocul laturii si DP =3-AP, P (AD) Sa se arate cd, daca
MP 1 MC, atunci ABCD este patrat.

Demonstratie: Construim desenul din figura 11.98.

D C DP =3-AP, DP=§AD,AM=MB=%

4AB? + AD?
16 )
AB? 4+ 4AD?2
— (2

APAM dr :PM? = AM?2 + PAZ =
ACBMdr :CM? = MB? + CB? =

2 2
-' APDCdr :PC2 = pp2 4 cD2 — 16AB” +9AD G)
A B -

M Verific relatiile (1), (2), (3) in APMCdr, adica din
Figura 11.98. Desenul problemei 10 (C.11.3) PC2 = PM2 + MC2 = AB = AD — ABCD patrat.
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D.11. CERCUL

D.11.1. CERCUL SI ELEMENTE IN CERC

Definitie: Fie O un punct fixat intr-un plan a si r un numar real pozitiv. Se numeste cerc de centru
O sirazar si se noteaza C(O; r), multimea punctelor P din planul a situate la distanta r de punctul O

Pe scurt, cercul este multimea punctelor egal departate de un punct fix.
Notim cercul de centru O si raza r astfel: C(O;r)={P e o|OP =t} (figura 11.99).

Figura 11.99. Reprezentarea unui cerc de centru O §i raza r

Definitie: Numim cercuri congruente acele cercuri care au raze egale.
Scriem ca: Cl(Ol; r1)= CZ(Oz;r2)<:> n=rp

Definitie: Numim interiorul unui cerc, notat Int C(O;r), mulimea punctelor din planul unui cerc
situate la distanta mai mica decat raza fatd de centrul cercului, in timp ce multimea punctelor Situate
la distantd mai mare mai mare decat raza fata de centrul cercului se numeste exteriorul cercului,
notat Ext C(O;r) (figura 11.100).

Notam interiorul / exteriorul cercului de centru O si raza r astfel:

Int C(O;r) = {P |OP < r}; ExtC(O;r)={P [OP > r}.

Definitie: Numim disc de centru O si razi r, notat D(O;r) punctele unui cerc C(O;r) impreuna cu
punctele interioare cercului (figura 11.100).
Notim discul de centru O si razi r, astfel: D(O;r)=C(O;r)uIntC(O;r)={P |OP <}

Q

Figura 11.100. Reprezentarea interiorului / exteriorului unui cerc de centru O §i razdi r
si a discului de centru O si razdar
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Definitie: Numim coardd segmentul determinat de doua puncte de pe cerc.
Exemplu: coarda [AB] din figura 11.101.
Definitie: Numim diametru coarda care contine centrul cercului.

Observatie: Diametrul este coarda de lungime maximd. Lungimea oricarui diametru este egala cu
dublul razei cercului: D = 2-r. Capetele unui diametru se numesc puncte diametral opuse.

Exemplu: diametrul [MN] din figura 11.101.

A

Figura 11.101. Reprezentarea coardei [AB] si a diametrului [MN] unui cerc de centru O i raza r
Definitie: Numim unghi la centru un unghi cu varful in centrul unui cerc.

AN

Exemplu: AOB din figura 11.102.

Definitie: Portiunea de cerc cuprinsa intre doua puncte distincte de pe cerc se numeste arc de cerc,
iar punctele care determina arcul se numesc capetele (extremitdatile) arcului. Portiunea din cerc
situata in interiorul unui unghi propriu la centru se numeste arc mic, iar portiunea din cerc situata in
exteriorul aceluiasi unghi se numeste arc mare. Daca unghiul la centru este alungit, el determind pe
cerc doud arce numite semicercuri. ( figura 11.101)

—_—

arcil mic AB

A

semicercur

m(arcAB) :m( A(A)BJ ; +J

" P
m(arcAMB) = 360° — m( AOB] O Q

M

—_

arculd mare ANB

Figura 11.102. Reprezentarea arcului de cerc mic, mare,
a unghiului la centru si a semicercurilor

N
Definitie: Masura unui arc mic AB este egala cu masura unghiului la centru AOB , iar masura

arcului mare AMB este egald cu 360° — m[AOB] :
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Observatie: Misura unui semicerc (diametru) este de 180°, iar médsura cercului este de 360°.

Definitie: Numim arce congruente, daca si numai daca au aceeasi masura. ( figura 11.103)

A
B
o arcAB = arcCD < m(arcAB) = m(arcCD)
' ' sau
9 arcAB = arcCD < m(AOBj = m(COD}
D

Figura 11.103.
Reprezentarea a doud arce congruente

TEOREME REFERITOARE LA ARCE $SI COARDE

Teoremd: Intr-un cerc sau cercuri congruente, coardelor congruente le corespund arce congruente.
Reciproca este adevarata.

Teorema: Intr-un cerc, un diametru perpendicular pe o coarda trece prin mijlocul coardei si
determina, pe fiecare dintre arcele subantinse de coarda, arce congruente.

C B
M
C . . D
D / - ;
A 10
O
A
Figura 11.104. Reprezentarea teoremei Figura 11.105. Reprezentarea teoremei
referitoare la arce si coarde congruente in cerc referitoare la diametrul perpendicular pe o
Coarda
[AB]=[CD] < arcAB =arcCD [AB]- diametru;[CD]- coarda
=
AB | CD
[cM]=[MD]
arcCB =arcBD
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Teoremd: Daca doud coarde ale unui cerc sunt paralele, atunci arcele cuprinse intre ele sunt

congruente.

Teoremd: Intr-un cerc, doud coarde sunt congruente, dacd si numai dacd sunt egal departate de

centru.

Teorema are loc si pentru coarde situate in cercuri congruente.

D

.

A

C
Figura 11.106. Reprezentarea teoremei
referitoare la arce cuprinse intre coarde

Figura 11.107. Reprezentarea teoremei
referitoare la coarde egal depdrtate de centru

paralele [AB]=[cD] < d(0;AB)=d(0;CD)
AB || CD = arcAC = arcBD sau
[AB]=[cD] < [0P]=[0Q]

Exemple:
e Stiind cd diametrul unui cerc este de 18 cm, aflati raza cercului.
Sestieca D=2-r=>r=9cm.

e Fie ABe C(O; 8cm). Determinati lungimea coardei [AB], dacd misura arcului AB are 90°.
In figura 11.108 este reprezentat desenul aferent cerintelor problemei.

A

Figura 11.108. Desenul aferent exemplului
m(arcAB)=90°" = m(AOBJ
Aplicand teorema lui Pitagora in AAOB dreptunghic isoscel obtinem: AB 2-2.A0%=128=

AB =82 cm.
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D.11.2. UNGHI, TRIUNGHI SI PATRULATER INSCRIS IN CERC

Definitie: Unghiul inscris in cerc este acel unghi cu varful pe cerc si ale carui laturi includ doua

coarde ale cercului.

Masura unghiului inscris in cerc este jumatate din masura arcului cuprins intre laturile sale.
N

Exemplu: unghiul inscris in cerc APB din figura 11.109.a.
Masura unui unghi cu varful in exteriorul unui cerc este egald cu jumatate din valoarea

absoluta a diferentei masurilor arcelor cuprinse intre laturile lui.
N

Exemplu: unghiul cu varful in exteriorul unui cerc ARB din figura 11.109.b.
Masura unui unghi cu vdrful in interiorul Unui cerc este egala cu semisuma arcelor cuprinse

intre laturile unghiului si prelungirile laturilor lui.

Exemplu: unghiul cu varful in interiorul unui cerc AQB din figura 11.109.b.

P
A
. D
B
Figura 11.109. Reprezentarea unghiului
a) inscris in cerc b) cu varful in exteriorul cercului si

cu varful in interiorul cercului

m[AIID\BJ = %m(arcAB) m(AlQBJ = %[m(arcAB)— m(arcST)] m{A(SBJ = %[m(arcAB)Jr m(arcMN)]

Observatii:
e Orice unghi inscris intr-un semicerc este un unghi drept (figura 11.110).
e Doua unghiuri inscrise in cerc care subantind acelasi arc sunt congruente (figura 11.111).

A B

(J

P

Figura 11.110. [AB]diametru = m{APBJ =90° Figura 11.111. APB = AQB
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Definitie: Un triunghi cu varfurile situate pe un cerc se numeste triunghi inscris in cerc. Se spune
ca cercul este circumscris triunghiului (figura 11.112).

Teorema: Centrul cercului circumscris triunghiului se afla la intersectia mediatoarelor laturilor
triunghiului. Centrul cercului circumscris unui triunghi dreptunghic se afla in mijlocul ipotenuzei.

A

cu R=raza cercului

circumscris triunghiului
C

cu laturile a, b, csiaria S

Figura 11.112. Reprezentarea triunghiului inscris in cerc

Definitie: Un patrulater cu varfurile situate pe un cerc se numeste patrulater inscris in cerc. Se
spune ca cercul este circumscris patrulaterului (figura 11.113).

‘ Teoremad: Intr-un patrulater inscris intr-un cerc oricare doud unghiuri opuse sunt suplementare.

laturi opuse sunt congruente.

Teorema: Intr-un patrulater Inscris intr-un cerc oricare doua unghiuri formate de diagonale cu doua

A

C

Figura 11.113. Reprezentarea teoremei
referitoare la unghiurile opuse ale unui
patrulater inscriptibil

A

C

Figura 11.114. Reprezentarea teoremei
referitoare la unghiurile formate de diagonale
cu laturi opuse

Definitie: Patru puncte se numesc conciclice, daca se afla pe un acelasi cerc.

Definitie: Un patrulater se numeste inscriptibil, daca varfurile sale sunt conciclice. Altfel spus, un
patrulater este inscriptibil, daca poate fi inscris intr-un cerc.

‘ Teorema: Un patrulater cu doud unghiuri opuse suplementare este inscriptibil.

congruente este inscriptibil.

Teoremda: Un patrulater in care doua unghiuri formate de diagonale cu doua laturi opuse sunt




Exemple:

AN

e Triunghiul dreptunghic ABC, m(A] =90° este inscris intr-un cerc de raza 20 cm. Stiind ca

AC = 32 cm, ne propunem sa calculam perimetrul si aria triunghiului, precum si distantele de la
centrul cercului la laturile AB si AC.
Construim figura 11.115, conform cerintelor din enunt.

A Conform unei teoreme enuntate anterior, centrul
cercului circumscris unui triunghi dreptunghic
() se afla in mijlocul ipotenuzei.

Aplicand teorema Iui Pitagora in AABC,
obtinem:

BC?=AB%2+AC? = AB?=BC?-AC?=
B ¢ | = AB? =40% 32 =(40-32)-(40+32) =

—8.8-9=82.32 =242 — AB = 24cm
Paagc =AB+BC+CA =24+40+32=96cm

AppBC = ABéAC = 32'224 =384cm?,

M

Figura 11.115. Desenul aferent exemplului

Construim OM L AB, ON L. AC = OM || AC, OM - mediatoare = [AM | =[MB]= OM este linie
mijlocie in AABC = OM = A—2C =16cm.
Construim ON L AC = ON || AB, ON - mediatoare = [AN]=[NC]= ON este linie mijlocie in

AABC:ONz%zlmm.

e Trapezul ABCD este inscris intr-un cerc de raza 17 cm. Stiind ca [AB] este diametru si ca
indltimea trapezului este de 15 cm, ne propunem sa calculam perimetrul si aria trapezului.
Construim figura 11.116, conform cerintelor din enunt.

Construim DH 1. AO = ADHO dreptunghic.
Aplicam teorema lui Pitagora si obtinem:
HO? =DO? —-DH? =172 -15% =64 =
15 = HO =8cm= AH =A0 -HO =9cm
i CD=AB-2-AH =34-18=16cm
Aplicaim teorema lui Pitagora in triunghiul
dreptunghic DHA si obtinem:
AD? = AH? + DH? =92 +15% =306 =
= AD =334 cm=BC

Deoarece trapezul este inscris in cerc, conform
teoremei de inscriptibilitate rezultd ca trapezul
este isoscel.

Figura 11.116. Desenul aferent exemplului Pagcp = AB +BC +CD + DA =50+ 6+/34 cm

AB +CD)-DH (34+16)-15
Asep = PBZCOIOH _(4+16)15

D C

= Apgcp =375cm?
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D.11.3. POZITIILE RELATIVE ALE UNEI DREPTE FATA DE CERC

‘ Teoremd: O dreaptd nu poate avea mai mult de doua puncte distincte comune cu un cerc.

Definitie: O dreapta care are doua puncte comune cu un cerc se numeste secantda a cercului.
Definitie: O dreapta care are exact un punct comun cu un cerc se numeste fangentda la cerc.

Definitie: O dreapta care nu are niciun punct comun cu un cerc dat se numeste exterioard cercului.

In figurile 11.117 = I1.119 vom reprezenta aceste tipuri de pozitii ale dreptelor fata de un cerc.

8 t
A

T
B '
. tangenta

secanta -

Figura 11.117. Reprezentarea unei secante Figura 11.118. Reprezentarea unei tangente
sNC(O,r)={A,B}saud(0,s)<r t~C(0,r)={T}saud(O,t)=r

e I exterioard

E

Figura 11.119. Reprezentarea unei drepte exterioare
enC(O,r)=osaud(0,s)>r

Observatii:
e Tangenta la cerc este perpendiculara pe raza in punctul de tangenta.
e Masura unui unghi cu varful pe cerc, care are o latura tangenta la cerc, iar cealalta secanta,
este jumatate din masura arcului cuprins intre laturile sale.
e Masura unui unghi cu varful in exteriorul unui cerc care are laturile tangente sau secante la
cerc, este egald cu jumatate din valoarea absolutd a diferentei masurilor arcelor cuprinse
intre laturile lui.
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Teorema: Dintr-un punct exterior unui cerc se pot construi exact doua tangente la cercul dat.

Fie M un punct exterior unui cerc de centru O si A, B punctele de contact ale tangentelor din M la
cerc. Atunci:

a) [MA]=[mB];

b) [MO este bisectoarea unghiului AMN;

c) [OM este bisectoarea unghiului AOB;

d) [OM este mediatoarea segmentului [AB].

A

M

B

Figura 11.120. Reprezentarea teoremei referitoare la proprietatile tangentelor
dintr-un punct exterior cercului

Exemplu: Ne propunem, folosind figura 11.120, sa demonstram ca: AB L MO..

ic ([AM]=[BM] A A
AMOA = AMOB=4 & ~ = MOA =MOB
OMA =OMB

Cum {N}: AB NOM = [ON e bisectoare si indltime in AAOB = AB 1 MO .

Definitie: Un cerc C(I, r) este inscris in AABC, daca dreptele AB, AC, BC sunt tangente la cerc.
Spunem ca AABC este circumscris cercului (figura 11.121). Punctul de intersectie al bisectoarelor
unui triunghi se noteaza cu I si este centrul unui cerc, numit cercul inscris in triunghi - figura
11120, iar d(1,AB)=d(I,BC)=d(l,AC)=r =raza cercului inscris in triunghi (IM=IN=IP =r).
Raza se calculeaza din formula [S=p-r|, unde p este semiperimetrul triunghiului.

Teorema: Bisectoarele unghiurilor unui triunghi sunt concurente intr-un punct egal departat de
laturile triunghiului.

Figura 11.121. Concurenta bisectoarelor unghiurilor unui triunghi
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Exemplu: Calculati raza cercului inscris in AABC, stiind ca AC =4 cm, BC =5 cm, AB = 3 cm,
iar aria AABC este de 6 cm’.

AC+BC+AB_r _4+5+3_

=6 r=6=6-r=r=1cm.

Sestieca S=p-r=S=

Definitie: Un patrulater este circumscris unui cerc, daca laturile sale sunt tangente cercului. Se
spune ca cercul este inscris in patrulater (figura 11.122).

Teorema: Daca un patrulater este circumscris unui cerc, atunci suma lungimilor a doua laturi opuse
este egala cu suma lungimilor celorlalte doua laturi opuse.

A

D C
Figura 11.122. Reprezentarea unui patrulater circumscris unui cerc
AB+CD=AD +BC

Exemplu: Cunoscand ca patrulaterul circumscris unui cerc, aferent figurii 11.122, are AB = 4 cm,
BC =5cm, CD =7 cm, sa se calculeze lungimea laturii AD.
Pornind de la relatia AB +CD = AD + BC, obtinem: 4+7 =AD +5= AD =6cm.

D.11.4. POZITIILE RELATIVE A DOUA CERCURI

Doud cercuri Cl(Ol; rl) si C2(02; rz)se pot afla in diferite pozitii unul fata de celdlalt, in functie
de distanta 010, dintre centre, dupa cum se va putea observa in figurile 11.123+ /1.128.

Figura 11.123. Cercuri tangente exterior

Figura 11.124. Cercuri exterioare
0102 = rl + r2 g

0102 >R +r
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Figura 11.125. Cercuri secante Figura 11.126. Cercuri tangente interior

n—r, <0105 <n+r) 00, =r1—-17
Figura 11.127. Cercuri interioare Figura 11.128. Cercuri concentrice
0102 <n-r 0102 =0

Exemplu: Pentru cercurile C1(Oq;r;) si C5(05;r5), cu r; =5cm, r, =3cmsi 050, =3x+2, ne
propunem sa determinam valorile X € Z pentru care cercurile sunt:

e tangente exterioare,

e secante,

e tangente interioare,

e concentrice.

Utilizand conditiile de existenta ale acestor tipuri de cercuri, din figurile 11.123, 11.125, 11.127,
11.128, obtinem:
Cercuri tangente exterior:

0102 =M+
{010 2 =3X+2
Cercuri secante:
n—r <0102 <n+r

=>3X+2=8=x=2¢eZ;

rl—r2<0102<r1+r 3X+2<8 X<2
=2<3X+2<8= = =>x=1eZ;
0109 =3x+2 3X+2>2 x>0
Cercuri tangente interior:
005 =rp-r
2= =>3X+2=2=>x=0e€”Z;
0102 =3X+2
Cercuri concentrice:
0,0, =0 2 . . :
= 3X+2=0=x=—=¢ Z, nu exista astfel de cercuri concentrice.
0102 =3X+2 3
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D.11.5. POLIGOANE REGULATE

Definitie: Un poligon convex cu toate laturile congruente si toate unghiurile congruente se numeste

poligon regulat.

Un poligon cu n laturi se obtine Tmpartind un cerc in N >3 arce congruente si unind
punctele de diviziune consecutive.

Observatie: Orice poligon regulat este Inscris intr-un cerc si este circumscris unui cerc, aceste doua
cercuri fiind concentrice, centrul comun numindu-se centrul poligonului.

Definitie: Distanta de la centrul poligonului la fiecare dintre laturi se numeste apotema poligonului.

in tabelul 11.2 vom sintetiza relatiile de calcul pentru citeva elemente ale poligoanelor
regulate cu n laturi, respectiv ale unor poligoane regulate particulare, mai des intalnite, cum ar fi
cele cu 3, 4 si 6 laturi, adica triunghiul echilateral, patratul si hexagonul regulat (figurile 11.129 +

11.132) Se presupune ca aceste poligoane sunt inscrise in cercul C(O, R) :

Tabelul 11.2. Tipuri de poli

oane regulate si relatii de calcul

.T'p Poligon Poligon Poligon regulat
poligon . regulat .
Poligon regulat cu 3 laturi regulat _ cu 6 laturi
Relatii cu n laturi (triunghi Cl(J A; tlf:nltj)“ (hexagon)
de calcul echilateral) p
Masura unui _5).190°
unghi Up =M uz =60° Uy =90° ug =120
n
Lungimea
laturii I, =2Rsi nﬂ I3 =R3 Iy =R+/2 ls =R
n
Lungimea 180° 2 =R o RY2 . RV3
apotemei . 2 4= 6=
Ph=n-l, B B
Perimetrul 180° P3 =313 Py=4-14 P =6-1g
P, = 2nRsin—— P; =3R+/3 P, = 4R+2 Pg = 6R
n
Pn 'an I \/_ 3‘|2\/§
A An 2 A3 4 A4 — |£21 A6 = 5
ria
2 —_2R?2 2
An =nR S|nﬂcosﬂ A :3R \/§ '6\4—2R A :3R \/5
n n 3 4 6= 5

Exemplu: Stiind ca perimetrul unui triunghi echilateral este egal cu perimetrul unui patrat cu

apotema de 42 cm, ne propunem sa calculam apotema si aria triunghiului.

Ne vom folosi in rezolvare de relatiile de calcul necesare din tabelul 11.2.

R\/_

l4 =R2 =8J2cm

ag = X _4J2=R=8cm

322

P3=P4 :)3'3 24'|4:>|3 :T:

133 _2048/3 5123,

4 36 9

—32\/6 cm

18

Aj =
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4'-‘11 M Az
Figura 11.129. Poligon regulat cu 8 laturi
A

A J B
E. E

] e !
R R

A
D I M C
Figura 11.130. Poligon regulat cu 3 laturi Figura 11.131. Poligon regulat cu 4 laturi
[

Figura 11.132. Poligon regulat cu 6 laturi
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D.11.6. LUNGIMI SI ARII DE CERC
Lungimea (perimetrul) cercului. Aria discului

Lungimea cercului si aria discului de raza R (figura 11.133) sunt date de relatiile:
. 2
Lcerc =2nR| s Adisc = TR

A

Figura 11.133. Reprezentarea unui cerc de razda R

Exemple:
e Determinati raza cercului de lungime 6m/2 cm.
Lcerc = 2nR = 6172 = 271R = R =32 ¢cm.

e Determinati aria discului de raza 6 cm.

Agisc = TR? = Agigc =36mcm?

Lungimea arcului §i aria sectorului de cerc

Definitie: Portiunea din interiorul unui cerc cuprinsa intre doud raze ale sale se numeste sector
circular. (figura 11.134)

Lungimea unui arc de cerc de misurd U° si aria sectorului circular corespunzitor se
calculeaza cu relatiile:

o 2 o
R -U . nR* .U
R si |Asector = S
180 360

I—ar(:AB =

Definitie: Portiunea din interiorul unui cerc cuprinsa intre un arc de cerc si coarda care subantinde
acel cerc se numeste segment circular.

Aria segmentului circular corespunzitor unui arc de masurd u° este dat de relatia:

n-u°  sinu® 2
Asegment =( - ]'R

360° 2

uD
A~_ B

Figura 11.134. Reprezentarea unui sector de cerc si a unui segment circular

Exemplu: In figura 11.134, R=6 cm si u® =60°. Vom calcula, utilizind relatiile anterioare,
lungimea arcului AB, aria sectorului de cerc AOB, aria segmentului.
6m-60° 36m-60° n-60° sin60°
180 360 360 2

I—arcAB =
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D.11.7. EXERCITII SI PROBLEME

1. Fie diametrele [AB] si [CD] in cercul C(O;R). Demonstrati ci [AD]=[BC] si determinati
natura patrulaterului ACBD.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.135.

C

A B

D
Figura 11.135. Desenul problemei 1 (D.11.7)

[co]=[oD]
Analizim AAOD si ABOC:{[AQO]=[0OB] = AAOD =ABOC = [AD]=[BC] (1)

COB = AOD

[fo]=[oc] |\,
Similar, studiem AAOCsi ABOD:<[BO|=[DB] = AAOC =ABOD = [AC]=[BD] (2
COA = BOD
(Lsi(2)
= ACBD e paralelogram.

Cum m(ADBj = m(ACB) =90°, deoarece DO si CO sunt mediane = ACBD este dreptunghi.

2. Fie [AB] un diametru in cercul C(O;18cm). Coarda [CD] intersecteazi diametrul in
punctul M. calculati distanta de la O la CD stiind ca CD L AB si m{CBDJ =120°.

Demonstratie: Construim desenul din figura 11.136.
C

Figura 11.136. Desenul problemei 2 (D.11.7)
ABCD —isoscel= m{BCD) = m(BDCJ =30°. Notim MB=x, rezultd BC=2x si aplicim teorema
lui Pitagora in ABMC dreptunghic: CM? =4x% —x? =3x? = CM =x+/3.

135



Aplicam teorema lui Pitagora in ACOM dreptunghic:
2
(x\/§) +(R—x)2 —R%?=3x? +R% —2Rx +x? =R? = 4x? = 2Rx :x:g

OM:R—X:R—E:E:@:%m

2 2 2

3. Dimensiunile unui dreptunghi sunt invers proportionale cu numerele 0,(6), respectiv 0,5.
Stiind ci aria acestuia este de 108 cm?, determinati raza cercului circumscris dreptunghiului.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.137.

A 12 B
R
o R 0
© R
D 12 ¢

Figura 11.137. Desenul problemei 3 (D.11.7)
Notam: AD =BC =3, AB=DC=b

L=L:i=932.3=93a=§.b
1 1 73 273 2 4
0,(6) 05 2
3 3 .2 2
A:a-b:Z-b-b:Z-b =108=b“ =144=b=12cm=a=9cm
Aplicim teorema lui Pitagora in AABC : AC? = AB? + BC? =122 +92 = 225= AC =15cm =

=A0=0C=R :A—2C:7,5cm.

4. 1n cercul C(O; r) se considerad diametrul [AB] si M un punct pe cerc. Dreapta AM
intersecteaza in C tangenta 1n B la cerc. Aratati ca BC2 = AC-MC.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.138.

M C

A

9
=

Figura 11.138. Desenul problemei 4 (D.11.7)

Deoarece [AB] este diametru, rezultd ca m[AMB] =90°.

Aplicand teorema catetei in AABC = BC? =AC-MC
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5. Fie cercurile C1(O;;8cm) si C»(05;4cm). Determinati lungimea tangentei comune

exterioare, stiind cd 010, =12cm.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.139, din enunt reiesind faptul ca cercurile sunt
tangente exterior.

Figura 11.139. Desenul problemei 5 (D.11.7)

m[OlTszj = m[OZTle] =90°. Trasam Q02 ” T1T2 — Q02 1 QT]_.

Aplicam teorema lui Pitagora in AO;QO; : Q0,2 =0,0,2 —0,Q% =12% —(8-4)=128=
=QO0, =TyT, =8/2cm.

6. Fie cercurile tangente exterioare Cq(0;;10cm) si C»(O5;xcm). Determinati x € R, stiind

ca lungimea tangentei comune exterioare este de 10v2cm.
Demonstratie: Ne vom folosi de desenul din figura 11.139.
Presupunem, in cazul de fatd: O1Tq =10cm, O,To, =xcm = 0,0, =10+ x; 0O1Q=10-X..

Aplicdm teorema lui Pitagora in AO1QO,: QO% + QO% = 010% =
2
= 10— x)2 +[0v2f = (10+x)? =100 20 + x% + 200=100+20x + x2 = 40x = 200=> x =5
7. Laturile trapezului isoscel ABCD, AB || DC sunt tangente la un cerc. Calculati raza cercului

inscris in trapez, stiind ca AB =48cm, CD =12cm.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.140.

D M
/"

A \ B

H N
Figura 11.140. Desenul problemei 7 (D.11.7)
Cum AD+BC=AB+CD si [AD]=[BC]=2-AD =60 = AD =30cm.
Trasim DH | AB = AH =(48—-12): 2 =18cmsi aplicim teorema lui Pitagora in AAHD :

DH? = AD? — AH? =30% —182 = 242 = DH = 24cm = [DH]=[MN]= R :@zlzcm.
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8. Determinati raza cercului in care este inscris un patrat echivalent cu un triunghi echilateral
de arie 36 cm®,

Demonstratie: Din enuntul problemei rezultd ca: Az =Ay = 36cm?.
Cum Ay = Iﬁ =36cm? = 4, =6cm
Din I, =RJ2 =6=RJ2 =R =3/2cm.

9. Calculati aria hexagonului regulat ABCDEEF stiind ca BD = 643 cm.
Demonstratie: Construim desenul din figura 11.141.

ABOD este un triunghi isoscel cu BO=DO =R
OM este 1naltime, mediana, dar si bisectoare in
triunghi, prin urmare [MB]=[MD] si

m(BOM]=m(DOM]=60°.
sin6o° = oM _ EM

BO R
BM =@=¥:3\/§cm

2
J3 33

:>__
2 R

= R =6cm.

3R2./3

AABCD = > = 54\/§ sz

Figura 11.141. Desenul problemei 9 (D.11.7)

10. Trei cercuri de raza r =5 cm sunt tangente exterior doua cate doua. Aflati aria suprafetei
situate intre cele trei cercuri.

Demonstratie: Construim desenul din figura 11.142.

Figura 11.142. Desenul problemei 10 (D.11.7)

Fie cele trei cercuri tangente exterior doua céte doud: Cqp(A;5 cm), C,(B;5 cm) s C3(C;5cm).

AN

Agector = aria sectorului de cerc cuprins in interiorul BAC , care corespunde unui arc de 60°.

323, m?.60° 753 751 _75:(3V3-21)
4 360° 4 6 12 '

A= AAABC _3'Asector -
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