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ITT. PROBLEME DE SINTEZA PENTRU CLASAA VII-A
111.1. PROBLEME DATE LA EVALUARI, CONCURSURI, OLIMPIADE

1. @) Aratati ca, dacd n este numar intreg oarecare, atunci numarul n 2 _ neste numar natural;
b) Daci a si b sunt numere intregi, astfel incat a(a —1)+b(b—1)=0, calculati ab(a—b);

c) Calculati |x -1 +‘—1—x2‘ —‘x—x2

Evaluare in educatie la matematica
Etapa | —15.10.2011
Rezolvare:

a)Fie N=n?-n=n-(n-1)eZ.

Daci n=0=N=0eN;

Daca n>0=n-1>0=N2>0;

Daca n<0=n-1<0=N>0.

b) Bazandu-ne pe cele demonstrate la punctul a), avem:

a-(a-1)>0si b-(b—1)>0

Din a(a—1)+b(b-1)=0=a-(a-1)=0si b-(b-1)=0=a e {0:1}si be {0:1}.
Daci a=b=a-b=0, deci ab-(a—b)= O

Daci azb=a=0saub=0, deci ab-(a-

2

¢) Deoarece x<0:>|x—]j+‘— ‘ ‘ ‘ 1-Xx+1+x2 —x% +x=2.

2. Se considera AABCin care m(BAC]—120°. Punctul D este intersectia bisectoarei

unghiului BAC cu latura [BC], iar punctul E este intersectia bisectoarei unghiului ABC cu latura
[AC].

a) Demonstrati ca semidreapta [DE este bisectoarea unghiului ADC ;

b) Daca F este intersectia bisectoarei unghiului BCA cu latura [AB], determinati masura EDF .
Evaluare in educatie la matematica
Etapa | - 15.10.2011
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.1.

M

N

D

Figura I11.1. Desenul problemei 2 (111.1)
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a) Fie M un punct pe semidreapta [BA, astfel incat A € (BM)= m[CAMj =60°.

AN

De asemenea m(CADJ =60° = [AC este bisectoarea DAM = d(E; AB)=d(E; AD).

Cum [BE este bisectoarea unghiului ABC = d(E;BC)=d(E;AB).

Deducem ci d(E; BC)=d(E; AD)=> d(E;DC)=d(E; AD),[DE este bisectoarea unghiului ADC .(1)
b) Procedam in mod similar ca la punctul a).

Fie N un punct pe semidreapta [CA, astfel incat A e (CN):> m(BANJ =60°.

AN

De asemenea m(BADj =60° = [AB este bisectoarea DAN = d(F; AC)=d(F; AD).

Cum [CF este bisectoarea unghiului ACB = d(F;BC)=d(F;AC).

AN

Deducem ci d(F;BC)=d(F; AD)= d(F;BD) = d(F; AD),[DF este bisectoarea unghiului ADB .(2)

Din (1) si (2) si deoarece ADC si ADB sunt adiacente suplementare = m[EDFJ =90°.

3. Fie x, =10101..01, un numar format cu n cifre de 1.
a) Aflati o valoare a lui n, pentru care /X, ¢ Q.

b) Aflati toate valorile lui n, pentru care X, este numar prim.

Evaluare in educatie la matematica

Etapaa ll-a—03.03.2012
Rezolvare:

a) De exemplu, pentru n =2 =+/101¢ Q.
b) Daca n > 2, n =2k = par = X;,:101, deci nu e prim.

Daca n=2k+1=impar = X, =11...1-9090...91, deci nu e prim.

nori —
n—lde9
2

4. Se considera trapezul isoscel ABCD in care AB || CD, iar {O} =ACNBD.
a) Daca m[ BOCJ =60" si AB=2-DC, determinati masura unghiului ABC ;

AN

b) Daca m(BOAj =60°, iar M, N si P sunt mijloacele segmentelor [DO], [AO], [BC], determinati

masura unghiului MNP

Evaluare in educatie la matematica
Etapa a Il-a — 03.03.2012

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.2.
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Figura I111.2. Desenul problemei 4 (111.1)

a) AB||CD ADOC~ AAOB = 0B=2-0C.
Notam cu R mijlocul segmentului [OB], atunci AORC este echilateral, iar ABRC este isoscel cu

BR=RC= m(RBC] =30°. Cum m(ABO] =30" = m[ABC] =60°.

b) [MN] este linie mijlocie in AAOD = MN = % = B_2C

Cum BN L AC, iar [NP] este mediana in ABNC = NP = B—ZC.

In mod similar, MP = B_2C = AMNP este un triunghi echilateral, prin urmare m(MNP] =60°.

AN

5. Se considera trapezul ABCD in care m[BADj = m[ADCJ =90°si AC L BD. Se stie ca

AB = 4cm, AC =8/5¢cm, AB <CD.
a) Calculati lungimea segmentului [DC] ;
b) Calculati aria triunghiului MCD, unde {M}=AD ~BC .

Evaluare in educatie la matematica

Etapa a lll-a—23.06.2012
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.3.

M

.':k B

O

D
Figura 111.3. Desenul problemei 5 (111.1)
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a) Paralela prin punctul A la dreapta BD intersecteaza dreapta DC in punctul E, deci
ED =AB =4cm.

Notam DC=x si aplicam teorema catetei in triunghiul dreptunghic AEC :

AC? =DC-EC =320=x-(x +4).

Ultima egalitate este echivalentd cu 324 = (X + 2)2 = X+2=18= x=16cm.
b) Conform teoremei inaltimii aplicata in triunghiul dreptunghic AEC, obtinem:
AD? = DE - DC =64 = AD =8cm.

Triunghiurile MAB si MDC

AMAB ~ AMDC:%zﬁ:MD:gcm.
MD DC 3
Avpe = DC-DM _ 256cm2.

2 3

6. Se considerd numerele prime p si q, p,q > 3. Demonstrati ca:

p2 +q2
a) Daca numarul P = W € N, atunci numarul P este prim;
p2 +qZ
b) Daca numarul N = g e N, atunci numarul N-1 este patrat perfect.
Evaluare in educatie la matematica
Etapa competitionala — 12.05.2012
Rezolvare:
p* +q° 2pq
a P=———=p+g————€N.
p+q p+q

Deoarece P e N = p+qj2pq .

Cum p+g=2t=nr.par, te N,t>3= t|pq.

Fie d un divizor prim al lui t = d|p sau d|q.

Cum dp+g=djp si dq=p=q=d si P=d care este numar prim.

2 2
b) Evident p>q si N :uzp—q+2ﬂ.
P—-q P—q
Cum p-q este numar par, rezulta ca p—q=25,seN,s>21= S|pq .
Daca s#1, consideram d un divizor prim al lui s. Cum d|p -0= d|p si d|q .

Deducem cd p=q=d, contradictie. Rezulta ca s=1.

Prin urmare, p=q+2, iar N—1:2+w—1=q2 +2q+1=(q+1).

7. Pentru a face o paine se folosesc faind, ulei si apa in proportia 11:4:5. Cantitatea de apa
folosita pentru prepararea unui amestec de 320 g este:
Concursul National Lumina Math, 201 1

Rezolvare:

Aplicim regula de trei simple:

20 PAIfl. e 5 parti apa
320 e X g apd

x =80 gapa
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8. Rezultatul calculului: 1—

, X#0, Xx#1 este:

1———
1.1
X
Concursul National Lumina Math, 2011
Rezolvare:
S N P S W S PR S Y S S P P
1 1 X X—1-X -1
1-— 1-—= 1-
11 x-1 x-1 x-1
X X

9. Doua dreptunghiuri (figura 111.4) de dimensiuni 8x10 si 9x12 se intersecteaza. Zona
marcata cu gri inchis are suprafata de 37. Suprafata zonei marcate cu gri deschis este:
12

10
Figura 111.4. Desenul problemei 9 (111.1)

Concursul National Lumina Math, 201 1
Rezolvare:

Adreptungi gri inchis =8-10=80

A zonei marcate gri nchis =37

Rezultd ca: Agreptunghi alb =80—37=43

Adreptungi gri deschis =9-12=108

Azonei marcate gri deschis = Adreptungi gri deschis _Adreptunghi ab =108-43=65
a b?

==, (a,b#0), atunci valoarea expresiei: E = b +——— este:
2a+4b 2 a b a2

Concursul National Lumina Math, 2011

b 1 b? (bjz 1
—=—, —=|— = =
a 5 32 \a 25

10. Dacg 2250 _5

Rezolvare:

2-(6a+5b)=5-(2a+4b):12a+10b:10a+20b:>a=5b:%=5,

2
E:9+E_b_zl+5_i:@_
a b g2 5 = 25 25
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11. Sa se demonstreze ca numarul

V1+2-3+4.5-6+7-8-9-10+11-12-13-14-15+16-17-18-19-20- 21 nu este rational.
Concursul “Problema lunii - februarie — Fundatia de Evaluare in Educatie

Rezolvare:

Notezcu N=1+2-3+4-5-6+7-8-9-10+11-12-13-14-15+16-17-18-19.20- 21
N=1+2-3+2%.5.-6+7-8-9-10+11-2-6-13-14-3-5+16-17-18-19-20- 21
N=1+6+2-6-10+7-8-9-10+11-6-13-14-3-10+16-17-18-19-2-10-21

N =1+6+10‘(2-6+7-8~9+3-6~11~13-14+2~16~17-18~19-21)

Ultima cifra a lui N este:

UC(N)=UC(1+6+0)=7

Cum ultima cifra a lui N este 7, rezulta ca N nu este patrat perfect, deci numarul
V1+2-3+4.5-6+7-8-9.-10+11-12-13-14-15+16-17-18-19- 20- 21 nu este rational.

12. Fie ABCD un pétrat, M mijlocul laturii DC si N mijlocul laturii BC. Aria AADM =9 cm?,
a) Aflati aria patrulaterului ABCM.
b) Aratati ca DN 1L AM .
Concursul “Problema lunii”’- mai — Fundatia de Evaluare in Educatie
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.5.

A B
N
P
) X
I M C

Figura I11.5. Desenul problemei 12 (111.1)

a) AADM este triunghi dreptunghic.
Notam: AB=BC=CD=DA=I
Rezulta:
DM=MC=BN=NC=1/2
(I
AxrDM :2_2729:”2 =36=I=6cm

AABCM :IZ_SAADM =36-9=27 sz

b) Notez P = AM ~ ND

AN N N

AADM = ADCN (CC) = mDAM =mNDC = x° = mAMD =90° -x? =
— mDPM =180° —x° —-90° +x° =90° = DN L AM

2 2

13. Sa se arate ca X +y2+z >Xy+Yz+Xz, VX,y,z€eR.

Concursul “Problema lunii”- \unie — Fundatia de Evaluare in Educatie

Rezolvare: x2+y2+z2 > Xy +YZ+XzZ |-2:>2x2+2y2+222—2xy—2yz—2x220

= (x—y)? +(y-2z)? +(z—x)? > 0.
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14. Sa se afle numerele reale x, y, z astfel incat:

\/x2 +4x+5+\/y2 +2y+5+\/9z2 +6z+2=4
Concursul “Problema lunii”’- martie — Fundatia de Evaluare in Educatie

Rezolvare:
\/(x+2)2 +1+\/(y+1)2 +4 +\/(32 +1)? +1=4
Cum,
(x+2220 [(x+22+121 |V(x+2fP+121

(y+1)2 20 ={(y+12 +424={|(y+1P +422=

(Bz+1% >0 |(3z+1)? +1>1 (32+12 +1>1

S

= \/(x+ 2)? +1+\/(y+1)2 +4 +\/(32 +1)? +1>
Deci, egalitatea are loc pentru

(x+2)* +1=1 (x+22+1=1 [(x+2%=0 |4 5
(y+1)? +4 = 2 = prin ridicari la patrat {(y+1)? +4=4={(y+1)?> =0 = {y=-1
(Bz+12+1=1 (Bz+1 +1=1 |(8z+1)*=0 z=_%

15. Sa se scrie numarul 11..11 22..22 ca un produs de doud numere consecutive.
—
2012 ori 2012 ori

Concursul de matematica Sclipirea mintii

Rezolvare:
Pornim rezolvarea cu cateva exemple concrete:

o 1122=11.10%2 +22=11.50-2+22=22-(50+1)=22-51=2-11-3-17 = (11-3)- (2-17)
=1122=233-34,

e 111222=111-10% +222=111-500- 2 + 222 = 222-(500+1) = 222-501= (111-3)- (2-167)
—=111222=1333-334;
Prin urmare, putem scrie:

11..1122..22 =11..11-10%012 22 22— 22...22-(5 0..0 +1J —22.22.500.01=
20120ri 20120ri  20120ri 20120ri  20120ri 2011ori 2012ori 2010o0ri

= [ 11...1 -3}-[2 -166...6 7} =33..33- 33...34
—— — —_—  ———
2012ori 20100ri 20120ri 2011ori

16. in AABC, [AM] este mediand, M e (BC), iar [MN] este indltime in AAMC, N € (AC).
Stiind ca AC =28 cm s1 MN =2.5 dm,
a) Aflati aria AABC;
b) Aritati ca AM < 2B HAC

Olimpiada Nationala de matematica,
Faza pe scoala — “Nicolae Balcescu” Oradea, 26.01.2012

Rezolvare: Construim desenul din figura I11.6.
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A

A
Figura I111.6. Desenul problemei 16 (111.1)

MN - AC

a) AC =28 cm si MN =25 cm = A avc = =14-25=350cm?.

Aplicand proprietatea medianei, si anume ca o mediand Tmparte un triunghi in doua triunghiuri cu
arii egale, = Axppc =2-Apavc = 700cm?.

b) Construim MA” simetricul punctului A fatd de M si avem:

AM = MA' AB =CA'
= ACA'B este paralelogram =
BM =MC AC =BA'

In AACA"AC+CA'>AA'= AC+AB >2-AM = AM <AC;AB.

17. Sa se arate ca:
) (3+3+..+3) +(4+4+..+4)? =(5+5+..+5)*;
de 2012 ori de 2012ori de 2012o0ri
b) (33..3)% +(44..4)? = (55..5)% .
de2012ori de2012ori de2012ori

Olimpiada Nationala de matematica,
Etapa locala-Oradea, 11.02.2012
Rezolvare:

) (3+3+..43)2 +(4+4+...+4)? =(5+5+..+5)
de 2012 ori de 20120ri de 2012o0ri

(3-2012)% +(4-2012)? = (5-2012)? = 32 - 2012? + 42 . 2012? =57 . 2012% =
= 20122 -(32 +42): 52.2012 ‘:20122 —324+42=5%=9116=25=25=25

b) (33..3)% +(44..4)? = (55...5)
| N | |
de2012ori de2012ori de20120ri
3. (11..1)% +42.(11..1? =52 (11..1)? = (11..1) -(32 +42)= 52. (11..17 [:(11..1° =
de 2012 ori de 2012o0ri de 2012o0ri de 2012o0ri de 20120ri de2012o0ri
—32 442 -52 59416=25=25=25
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18. Baza mare a unui trapez este de n ori mai mare decat baza mica.
a) Demonstrati ca raportul ariilor patrulaterelor determinate de linia mijlocie a trapezului este
n+3

3n+1’

. : . 1
b) Pentru ce valori ale lui n raportul ariilor este > ?

Olimpiada Nationala de matematica,
Etapa locala-Oradea, 11.02.2012

Rezolvare:
a) Construim desenul din figura I11.7.
A a B
m
P Q
X
D C
na B

Figura 111.7. Desenul problemei 18 (111.1)

Fie a = AB baza mica a trapezului, m = PQ linia mijlocie, iar x=BB’ inaltimea trapezului.
In consecinta avem:
_a+na_a-(n+1)

2 2
(m+a)-x a-(n+1)
AmBQp 2 _m+a _ té _an+a+2a _an+3a_a-(n+3) n+3
Apgco  (@+m)-x “na+m a-(n+1) 2na+an+a 3an+a a-(3n+1) 3n+1’
2 2
o) 13 1 oni6=sni1=n=5.
3n+1 2

19. Se considerd numerele naturale impare aq,a,,..., dgg12 . Demonstrafi cd numarul

A= \/alz +a% +... +a§012 —1 este irational.

Olimpiada Nationala de matematica,
Etapa judeteana, 10.03.2012
Rezolvare:

Numarul A este rational, dacd si numai dacd numarul a12 + a% +ot 33012 —1 este patrat perfect.

Patratul unui numar impar este de forma 4k +1, k € N.

Suma a12 +a§ +... +a§012 este un multiplu de 4, deoarece 4|2012.

Atunci a12 + a% +..+ 35012 —1 este un numar impar de forma 4k + 3, deci nu patrat perfect.
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20. Numim redus al unui numar natural A cu n cifre (n > 2) un numar de n-1 cifre obtinut prin

stergerea uneia din cifrele Iui A. De exemplu, redusii lui 1024 sunt 124, 104 si 102.
Determinati cate numere de sapte cifre nu se pot scrie ca suma dintre un numar natural A si un redus
al lui A.
Olimpiada Nationala de matematica,
Etapa nationala, 03.04.2012
Rezolvare: Sa numim convenabil, respectiv neconvenabil, un numar care se poate, respectiv nu se
poate scrie ca suma dintre un numar si un redus al sau.

Suma dintre numarul A =ajajsagazagagaysi redusul siu B =ajajazasasag este numdrul

11-B+ay, adicd un numir de cel putin 7 cifre, mai mare decat 11-105, care nu da restul 10 la
impartirea cu 11.
Alegand 1n mod potrivit numarul B si cifra a7, rezulta cd orice numar de 7 cifre, mai mare

decat 11-10° , care da restul diferit de 10 la impartirea cu 11, este convenabil.
Suma dintre numarul C =C1C»C3C4C5Cg si redusul sdu D =C€CoC3C4C5 este numarul

11-D +ag, adicd un numar de cel mult 7 cifre, mai mic decit 11-105, care nu da restul 10 la
impartirea cu 11.
Ca urmare, alegind in mod potrivit numarul D si cifra ag, rezultd ca orice numar de 7 cifre,

mai mic decat 11-10°, care da restul diferit de 10 la impartirea cu 11, este convenabil.

Asadar, numerele neconvenabile se aflda Tn multimea numerelor de 7 cifre care dau restul 10
la impartirea cu 11. Deoarece suma oricarui numar natural cu orice redus al sau, altul decét cel
obtinut prin stergerea ultimei cifre, este un numar par, rezultd ca numerele de 7 cifre, de forma
22p+21,p € N, sunt neconvenabile.

Ramane sd studiem situatia numerelor de 7 cifre, de forma 22p+10,p € N. Vom ardta ca
aceste numere se pot scrie sub forma:
a185..ap_28n_18p +8789..85_23, =110-2785..a_o +10-a,_1 +2a,, N €{6,7}.

Numerele de forma 22p+10,pe N au, in functie de restul impartirii lui p la 5, una din
formele 110k +10,110k +32,110k +54,110k + 76, 110k +98, ke N.

Alegind K =ajay..a,,_y si, de exemplu, (a,_1,a,)e{(10).(31),(5,2),(7,3),(9,4)}, rezulta
ca numerele de forma 22p+10,p € N, sunt convenabile.

Ca urmare, numerele neconvenabile de 7 cifre sunt cele de forma 22p+2LpeN.

Din 10°% <22p+21<10" —1=> 45454< p < 454544,

Cum p ia 454544—45454+1= 409091 valori, rezulta ca sunt 409091 numere neconvenabile de 7
cifre.
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I11.2. PROBLEME DIN REVISTE DE MATEMATICA

1. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia:

2X —1024{+(y2 ~af 122 121f =0

Revista de matematica Alpha, P.P.V1.1375
Rezolvare:
Fiecare din termenii ecuatiei sunt > 0. Pentru a avea loc ecuatia e necesar ca fiecare termen sa fie 0.

‘2X —1024{=o:>‘2x—21°‘=0:>2X—210 _0=2X=210 x-10

(y2—4)2:O:>y2—4=0:>y2—22=0:>y:i2

(22 121f =02 22 12120222 112 =0 = 7= 411
(x,y,2z)={{10;211); (10;2;-11); (10;—2:11); (10;—2;—11)}

2. Determinati numerele naturale a,b,c,X,y,m, stiind ca sunt indeplinite conditiile:
x—a=12-Db
mb + mx —am =60
c+a=m(m-3)
x2 +bx +m? =145+ ax
(2x +2y)-(cx—ca+cb)=72(x +y)

Revista de matematica Alpha, C.R. VLS.

Rezolvare:
mb+mx —am =60=m(b+x-a)=60=12m=60=>m=5
Din x—a=12-b=b+x-a=12
(2x+2y)-(cx—ca+ch)=72(x +y) = 2(x +y)-c(x —a+b)=72(x +y) = c(x —a+b) =36
Din m(b+x—-a)=60 si c(x—a+b)=236

mb+x-a) 60 m 60 5 3m

— 2 =— S —=—=-=(¢=—=C=3

c(x-a+b) 36 ¢ 36 3 5
Dinc+a=m(m-3)=3+a=5-2=a=7
b+x—-a=12=b+x=19
x2 +bx +m? =145+ ax = X(X + b)+ 25 =145+ 7x = 19x =120+ 7x = 12x =120 = x =10
b+10=19=b=9
(20+2y)-(30—21+27)=72(10+y)= 36 =136, y oricat

3. Consideram 10 numere naturale (nu neaparat diferite) si calculam toate sumele posibile
formate din cate 9 din aceste numere si obtinem: 83, 84, 85,...,90, 91 (sumele care se repeta le
scriem o singura data). Aflati cele 10 numere.

Revista de matematica Alpha, Vasile Serdean, prof. Gherla, Cluj
Rezolvare:
Cu cele 10 numere se pot forma 10 sume, fiecare cu 9 termeni dintre cele 10 numere.
Deoarece s-au obtinut doar 9 sume de valori diferite (de la 83 la 91), rezulta ca doua numere dintre
cele 10 sunt egale.
Observand ca diferenta dintre valoarea maxima si valoarea minima a sumelor este 91-83 = 8 si ca
sumele sunt numere consecutive, scriem relatia:
(X =4)+(x=3)+ (x=2)+ (x =1)+ X + (X +1)+ (X + 2)+ (x +3)+(x + 4) = 9x
83<Ix<91=x=10=sirul: 6,7,7,8,9,10,11, 12, 13, 14.
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4, Sa se arate ca:
a) Xy —2x—2y+5>0,Vx,y € (13);

py 2Y XY HLA 3y Gy e (13),
Xy —2X—-2y+5
Monica Foszto, lasi
Gazeta matematica (GM) nr. 2/ 2011, E: 14122
Rezolvare:

a) Xy —2x-2y+5=(x-2)-(y—2)+1.
5 {1<x<3 {—1<x—2<1
Daca =
1<y<3 -l<y-2<1
=Xy —-2X-2y+5>0.
<2xy—5x—5y+14<
b) Xy —2X—-2y+5 =Xy —-2X—-2y+5<2Xy —5x -5y +14 < 3xy - 6X -6y +15=
Xy —2X—-2y+5>0
= Xy —2X — 2y +5< 2Xy —5X =5y +14 <> xy —3x -3y +9> 0 < (x —3)-(y —3)> 0, evident.
= 2Xy —5X —5y +14 < 3xy —6x —6y +15 < xy —x -y +1>0 < (x=1)-(y—1)> 0, evident.

=-1<(x-2)-(y-2)<1=0<(x-2)-(y-2)+1<2=

5. Fie a,b e R*, astfel incat i+i+i+i—i—i+l+£>l.

a® b3 a’pb ab? a® p? a
Aratati ca:
a)daca a>0si b>0,atunci a+b>ab;
b) daca ab <0, atunci a+b<ab.
Vasile Scurtu, Bistrita,
Gazeta matematica (GM) nr. 2 /2011, E: 14136
Rezolvare:

l. i+i+1 _1,_1. i+i+1 — i+i+1 >0=> i+i+1 (l+l_1j>0
Cum i+i+1>0:>l+1—1>0:>aij
a2 p? a b ab

a)dacda a>0si b>0,atunci a+b>ab;
b) daca ab <0, atunci a+b<ab.

>1=

6. Calculati lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic cu aria de 2cm? si perimetrul de
4cm.

Adrian Stan, Buzau,

Gazeta matematica (GM) nr. 3/ 2011, E: 14152

Rezolvare:

Notam AB =c,AC =b,BC=a, BC = ipotenuza.
b-c

Avem: A apc =

a2 =b2 +c?

Paagc =a+b+Cc=Pyagc —a=b+c|( )2 = (Paagc —a)° =(b+c)? =
= Plagc —2-a-Paapc +a° =b% +2bc+c? = P2 oL —2-a-Pyppc =4-A=16-8-a=8=

=a=1
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7. In triunghiul ABC construim bisectoarea [AD si mediana [AM], D,M e (BC). Daca
A ) AC
—_AADM _ E, k e N*, aflati k pentru care — este numar natural.
AanBc AB
Elena Rimniceanu, Victor Saceanu Drobeta Turnu- Severin,

Gazeta matematica (GM) nr. 3/2011, E: 14154
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.8.

a M D
Figura 111.8. Desenul problemei 7 (111.2)
Notim AB =¢,AC =b,BC=a, d(A,BC)=h.

h-MD
Aasom _ 2 _MD
A h-BC BC
mec NBC T BC _MD 1 0
2 BC k
Aarom _ 1
Anssc K
Aplicdm teorema bisectoarei: @:E:BDzizDM:E— &« :a-(b—c).
DC b b+c 2 b+c 2-(b+c)
Atunci (1) devine:
a-(b-c)
@ZEZMZEZ&ZESAC:k‘FZ:l*— 4 €N<:,>k—2|4:>
BC k a k ~2(b+c) k AB k-2 k-2

=k-2e{,24}=k e {3,4,6}

8. Sa se arate ca in orice triunghi, cel putin o laturd are lungimea mai mare sau egald cu media
aritmetica a lungimilor celorlalte doua laturi.
Gheorghe Stoica, Petrosani
Gazeta matematica (GM) nr. 7-8-9 / 2011, E: 14221
Rezolvare: Folosim metoda reducerii la absurd.
Presupunem ca ceea ce se cere sa demonstram este fals, deci va fi adevarata negatia propozitiei.
Asadar, presupunem ca este adevarata propozitia: Exista un triunghi in care nici o latura nu are
lungimea mai mare sau egala cu media aritmetica a lungimilor celorlalte doua laturi; deci, toate
laturile au lungimea mai mica decat media aritmetica a lungimilor celorlalte doua laturi.
Conform acestei presupuneri, putem scrie relatiile :

a<¥:>2a<b+c,

b<a—J2rC:>2b<a+c,

a+b

Cc< = 2c<a+b.
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Adunand relatiile membru cu membru obtinem:
2a+2b+2c<(b+c)+(a+c)+(a+b)=2a+2b+2c<2a+2b+2c =“Fals”.

De aici deducem ca presupunerea facuta este falsa, deci este adevarata propozitia:

In orice triunghi, cel putin o latura are lungimea mai mare sau egala cu media aritmeticd a
lungimilor celorlalte doua laturi.

8

9. Aratati ca ecutia: + (X — —‘ =X — 3, nu are solutii reale.

14
X__
5

Vasile Chiriac, Bacau
Gazeta matematica (GM) nr. 10/2011, E: 14247
Rezolvare: Explicitam modulele:

14 14

_- 3% >__
‘X_E_ X 5,daCaX_5
5 14 . 14
—X+—,daca x < —
5 5
8 . 8
X ——,dacd x > —
8‘_ 3 3
X——=
3

8 5 8
—X+—,daca X <=
3 3
Pe axa numerelor reale vom distinge trei intervale:

— o0

——w | ©
ol

Cazul I: Pentru x e (— 0, %} ecuatia devine:

)]
—X+— |+|—X+=-|=X-3
5 3

127 127 127 8 . 127 8 U127 )
— =3Xx <o Xx=—,dar — >—,deci — ¢ | —o0,— |, rezultd ¢ — nu e solutie.
15 45 45 3 45 3 45

3’

SEEIRC

47 47 14 .47 (8 14 . 47 .
— =X, dar — >—,deci— ¢| —,— |, rezultd ¢ — nu e solutie.
15 15 5 15 (3 5 15

Cazul Il: Pentru x e (g %} ecuatia devine :
X—3

Cazul Il: Pentru x e (% ’+Ooj ecuatia devine :

()Y

37 37 14 .37 (14 .37 )
X=—,dar — <—,deci — ¢ | —,+o |, rezultad cd — nu e solutie.
15 15 4 15 5 15

In concluzie, ecuatia nu are solutii reale.
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10. Fie un triunghi isoscel cur=3 cm si P =32 cm. ( r este raza cercului inscris in triunghi, iar
P este perimetrul triunghiului). Calculati lungimile laturilor triunghiului, stiind ca sunt numere

naturale.
Cristina Vijdelic si Mihai Vijdelic, Baia Mare
Gazeta matematica (GM) nr. 7-8-9 / 2011, E: 14223
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.9.

B C

Figura 111.9. Desenul problemei 10 (111.2)
Lungimile laturilor triunghiului a,b,c trebuie sa respecte inegalitatea triunghiulara :
lb—cj<a<b+c
la—c<b<a+c
la-bl<c<a+b

In cazul triunghiului isoscel ABC, cu perimetrul de 32 cm si lungimile laturilor exprimate
prin numere naturale sunt posibile urmatoarele cazuri:

a=AB b=AC c=BC
9 9 14
10 10 12
11 11 10
12 12 8
13 13 6
14 14 4
15 15 2

Acum vom fine seama si de raza cercului inscris in triunghi r = OE=OF=0G=3 cm.

AB-r BC-r AC-r r 3-32 2
Aapse =Annos +FArgoc +Ara0C = St :E-(AB+BC+AC):T:480m

BC-AE = 48 = BC- AE = 96cm? si, deoarece lungimea laturii BC e numar natural,

AanBC =

rezultd ci si lungimea segmentului AE e numdr natural. Inseamna ci laturile triunghiului ABE

: . . BC
dreptunghic sunt numere pitagoreice = BE = -

Singura situatie care respecta conditia este a=b=10cm si ¢c=12 cm.

Atunci 10%= 62 + AE2, de unde AE? = 100 — 36, AE =/64 =8cm = BCz%z%leCm.
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11. Fie m si n numere naturale, m<n si numerele naturale Xq,X»,..., X,_m, distincte doua cate
doua, cuprinse intre 2m si 2n. Demonstrati cd dintre numerele Xq,X2,..., Xp_m, Orl existd unul egal
CU m+n, ori suma a doud dintre ele este egald cu 2m+2n .

Dan Nedeianu, Drobeta Turnu-Severin
Gazeta matematica (GM) nr. 7-8-9 / 2011, E: 14222
Rezolvare :
Pentru intelegerea problemei vom lua un exemplu :
m=10,n=15 =n-m=15-10=5 = vor fi 5 numere.
Generalizdnd, vor fi n-m numere.
2m=2-10=20
2n=2-15=30
Numerele vor fi cuprinse intre 20 si 30.
20< 21,22,23,24,25,26,27,28,29 < 30
Sunt in total 30—20—-1=9numere.

Generalizand, vor fi posibile 2n-2m -1 = 2(n-m)-1 numere naturale, deci un numar impar de
numere naturale.

Observam ca termenul din mijloc este 25=10+15 sau media aritmetica a numerelor 20 si 30.

Daca printre cei 5 termeni nu il luam pe cel din mijloc, atunci trebuie sa ludm termeni dinaintea
lui si de dupa el, cel putin unul dintr-o parte, pentru a avea 5 numere.

Daca luam, de exemplu, pe 24, 26, 27, 28, 29, exista 24 +26 = 50 = 20+ 30.

Deci, numerele au forma: 2Zm<m+n—-K,..m+n-1 m+n,m+n+1.., m+n+Kk<2n, unde

k este partea intreagd a numarului

e Daca printre cele n —m numere este termenul din mijloc, acesta e egal cu m+n.
e Daca printre cele n—m numere nu este termenul din mijloc, atunci obligatoriu va exista cel
putin o pereche de forma m+n—p si M+n+p, a caror suma este 2m+ 2n .

12. Ardtati cd nu exista nici un numar de forma abc cu proprietatea ca v abc = \/E +a.
Vijdeluc Mihai, Baia Mare
Gazeta matematica (GM) nr. 7-8-9 / 2011, E: 14228

Rezolvare:
Ridicdm la patrat ambii membri ai relatiei date folosind in membrul al doilea formula
(x+y)?= X2+ 2xy + 2.

Obtinem : abc = bc +2a\/ﬁ +a°

100a + bc = b +2a\/§ +a°

1008 = 2av/bc +a2 |a, a#0=100=2vbc +a
=100-a= 2\/? =>cd a este cifra nenula para.

Daca a=2 rezulta 98 =2 \/ﬁ de unde 49 = \/ﬁ imposibil
Daca a =4 rezulta 96 =2 \/ﬁ de unde 48 = \/ﬁ imposibil
Dacd a = 6 rezulta 94 = 2/bc , de unde 47 = be , imposibil
Dacd a = 8 rezulta 92 = 2/bc , de unde 46 = +bc , imposibil

deci nu exista abc cu proprietatea data.
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13. Fie X, y, z >0. Calculati aria triunghiului ale carui laturi au lungimile \\x+y, \y+z,
ANX+Z.

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Gazeta matematica (GM) nr. 7-8-9 1 2011, E: 14224
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.10.

A

B 1 C
a D b

Figura 111.10. Desenul problemei 13 (111.2)

Fie AD 1 BC,DeBC

Notam : BD =a 1 DC =b.

AB=,y+z,BC=\x+y, AC=x+z.

in AADB dreptunghic, aplicim teorema lui Pitagora pentru cateta AD:

AD? = AB% -BD? (1)
In AADC dreptunghic, aplicim teorema lui Pitagora pentru cateta AD:
AD? = AC? -CD? )

Egalam relatiile (1) si (2) st obtinem:
AB? _BD? =AC?-CD? :>(,/y+z)2 ~a? :(\/x+z)2 —p? (:>y+z—a2 =x+2z-b?

oy-x=a?-b?=y-x=(a-b)(a+h)=y-x=(a—b)-BC
y—X
-Xx=(@a-b)-x+y=a-b= 3
y-x=(a-b)-yx+y N (3)
Stimcad a+b=Xx+y (4)

Adunand membru cu membru relatiile (3) si (4) obtinem:
2a=Y "% 4 [x+y, deunde 2a=Y X XY 5 Y

JX+Y JX+Y X+y
In AADB dreptunghic, aflaim AD cu teorema lui Pitagora:
AD? = pB? —BD?

2
2 2 2

2 y y Xy +XZ+y“+yz—-y

ADZ:,/ +Z2) | ——| =y+z- = =
W+z) [mj Iy x+y

L AD - Y XEty?

X+y
A =BCéAD=\/FY' xy+xz+yz%=1/xy+;<z+yz.
ARBC X+y
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y+z 40

1+yz 7

14. Determinati numerele prime X, y, z astfel incat X +

Ion Neata, Slatina, Olt
Gazeta matematica (GM) nr. 10/ 2011, E: 14249

Rezolvare:
y+rz 40, y*z 40-7x 7(Y + 2 + X + Xyz) = 40(1+ yz)
l+yz 7 l+yz 7
Deoarece 7 si 40 sunt numere prime intre ele, avem
+Z+X+Xxvz =40 +2+X+Xyz =-40
y Xy sal b) y Xy
l+yz=7 1+yz=-7
a) Din a doua relatie, obtinem yz = 6 si stiind ¢ y si z sunt numere prime obtinem cazurile:
l. y=2 si1 z=3
Inlocuind in prima relatie obtinem: 2+3+x+6x=40, de unde 7x=35, rezultd x=5
Il. y=3 51 z=2

Deoarece prima relatie este simetricd, vom obfine tot x=5
In textul problemei nu se specifica faptul cd numerele sunt naturale, asadar tratim si situatia
cand pot fi numere intregi negative.
I1. y=-2siz=-3
Inlocuind in prima relatie obtinem: - 2 + (-3) + x + 6x =40, deunde 7x=45si X ¢ Z
IV. y=-3siz=-2vaconducetotlaxegZ.
b) Din a doua relatie, obtinem yz = - 8, dar stiind ca y si z sunt numere prime nu avem nici un caz.
Rezultd: (x,y,2)e {(5.2,3), (5,3,2)}.

15. Fie a, b numere reale diferite astfel incat a —+/ab si b—+/ab sunt numere rationale. Aratati
ca a si b sunt numere rationale.

Dan Nedeianu, Drobeta Turnu-Severin
Gazeta matematica (GM) nr. 10/ 2011, E: 14252

Rezolvare: Stim ca daca douda numere sunt rationale, atunci suma, diferenta, produsul sau catul lor
va fi tot un numar rational.

2~ =a-va—va-Jb =& -(Ya-b) €Q
b—aD = VBB —va- b =vb-(Vb—a) =— b -(Ya—B) < Q
Atunci

a—\/%: Ja(va-+/b) _ Ja
b-vab -Vb(a-vb) -+b
fnlocuim pe +/a astfel exprimat:
a—ab = (~kvb ] —(-kvbNb= kZb+kb =kb(k+1) € Q

Deoarece ke Q, atuncisi K+1eQ=beQ @)
Facem un rationament similar pentru a-l exprima pe Ny

a—\/%z Ja(va-+/b) _ Ja
b—+vab -vb(a-+b) -+b
fnlocuim pe /b astfel exprimat:
a—+Jab=a-+a(-tJa)=a+at=a(t+1) eQ

Deoarece t Q*, atuncisi t+1eQ=aecQ (@)
Din (1) si (2) rezulta ca a si b sunt numere rationale.

=k € Q,de unde Ja=—k'b

=%eQ,cuteQ*,de unde /b =-tv/a
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16. In exteriorul triunghiului echilateral ABC se construieste triunghiul dreptunghic BCM cu
m[BCMJ =90"si m(CBMJ =30°. Daca P este punctul de intersectie al bisectoarelor unghiurilor

ABC si BMC, aratati ca P este centrul de greutate al triunghiului ABC.
Otilia Nemes, Ocna Mures, Alba
Gazeta matematica (GM) nr. 7-8-9 / 2011, E: 14230
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.11.
A
AABC echilatera
A~ | = BS este si mediana.
BS bisectoare ABC

g Daca vom demonstra ca punctul P se afld la 2/3
din lungimea BS, fatd de B, atunci inseamna ca
P este centrul de greutate al triunghiului ABC.
Vom calcula BP in functie de latura triunghiului
B 'S echilateral.

Notam AB=BC=AC=a

M
Figura 111.11. Desenul problemei 16 (111.2)

ABCM

A _|= m| BMC |=60°
m| CBM | =30

[MP bisectoare BMC = m(BCP] = m[CMPj =30°

ABCM dr
J3 a 2a
o BC =>—=——=BM=—
cos30°=— 2 BM NE)
ABPM 2
m(MBP) = 60°| = ABPM dreptunghicin P — Bp = BM _¥3 _ @ _ a3 @)
A 2 2 J3 3
m(PMB) = 30°
ABSC drinS
BS|= ﬁ _BS = BS= @
cos30°=—| 2 a 2
BC
Daca P ar fi centrul de greutate, atunci BP = % BS = % . # = % (2)

Din (1) si (2) rezulta ca intr-adevar, P este centrul de greutate al triunghiului ABC.
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II1.3. ANUL 2012 IN PROBLEME

probleme propuse, adaptate de Ioana Dzitac

1. Calculati suma primelor 2012 numere naturale care nu sunt cuburi perfecte.
adaptare dupad E: 14229 din GM 7-8-9/2011
Rezolvare:
Cuburile perfecte sunt 0%, 1%, 2% 33, ... 113=1331, ..., 12° =1728, 13% = 2197, 14% = 2744,...
In suma 1+ 2+3+...+2012sunt 12 cuburi perfecte.
Adaugdm la suma Incd 12 numere si scadem cuburile perfecte.

Obtinem: 1+2+3+..2012+...+2024— (1% + 23 +3% 4 +123)

n-(n+1).

n
Suma primelor n numere naturale: 1+2+3+...+n= Zk = 5 ;

k=1

n 2
. . n-(n+1
Suma cuburilor primelor n numere naturale: 13423433+ 4n%= st = {%}
k=1

_ 2024-2025
2

=S

12.1371
{ . } ~1012- 2025— 6084 = 2049300 6084 = 2043216

2. Este anul 2012 an bisect? Justificati.
Raspuns: 2012 este bisect, deoarece e divizibil cu 4.
Informatii suplimentare:
Anii bisecti sunt anii 1n care luna februarie are 29 de zile in loc de 28 de zile, iar anul are 366 de zile
in loc de 365 de zile. Ziua suplimentara este necesara o datd la 4 ani, deoarece perioada de rotatia a
Pamantului in jurul Soarelui nu este un numar intreg de zile, ci 365,2422 zile.
Calendarul Gregorian prezintd o regula exactd a aproximarii mai bune a perioadei de 365,2422 zile.
Un an este bisect, daca e divizibil cu 4, exceptie facand cazurile cand este divizibil cu 100, fara a fi
divizibil cu 400.

3. Aratati ca 2012 nu este cub perfect.

Rezolvare: 123 =1728<2012< 2197=13° , rezulta ca exista 2 cuburi consecutive intre care se afla
2012. Deci 2012 nu este cub perfect.

4. Aratati ca: VX —-2012-Y €Q,
unde X=2+4+6+...+4022,iar Y =2011. 1—l . 1—1 1—L :
2 3 2012
Rezolvare: X =2+4+6+...+4022=2-(1+2+3+...+2011) = 2011. 2012
12 2011 2011

Atunci: +/X—2012-Y = \/2011~ 2012-2012- % =/2011-(2012—2011) = +/2011% = 2011 Q

5. Aratati ca:
a) V1-2-3-..-2012+ 2012 | ;

b) V2011" +2012 €1, VneN;

¢) V20 + 2L 4. 422012 L o010 ¢
Rezolvare:
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ajuc(l-2-3-...-2012)=0 si  uc(2012) =2, atunci:
uc(1-2-3-...-2012+2012) =2, rezulta ca 1-2-3-...- 2012+ 2012 nu poate fi patrat perfect, deci
V1-2-3-..-2012+2012 €|

b) uc(2011")=1, VvneN si uc(2012) =2, atunci:

uc(2011" +2012)=3 = 2011" + 2012 nu poate fi patrat perfect, deci v2011" +2012 1, ¥ne N
C) 20 42ty 422012 52013 4

uc(22918 _1)=uc(2-1)=1, 2013:4=503, rest=1 si uc(2012) = 2, atunci: uc(229%% —1+2012)=3
— 20117 + 2012 nu poate fi pitrat perfect, deci v20 + 2% +..+ 22012 4 2012 ¢ |

6. Calculati: {2012—(%+2+§+ +&12ﬂ : [1+%+%+ +Lj

3 4 2013 2013

1 2 3 2012 1 1 1 1
Rezolvare: [1+1+4+1+..1—| =4+ —4+—+..+ Bl =
%fﬁzomermem 2 3 4 2013 2 3 4 2013
= 1—1 + 1—g + 1—§ 1—&12 —+£+1+...+L =
2 3 4 2013 2 3 4 2013
1
+
4

111 1 11 1
= —+-+—+..+ +—+—+..+——= =1
(2 3 4 2013) (2 3 2013)

7. Rezolvati in R ecuatia: ‘503- 4% — 2014 + (y2 — 2012)2 =0

Rezolvare: Fiecare din termenii ecuatiei sunt > 0.
Pentru a avea loc egalitatea este necesar ca fiecare din termenii sumei sa fie egal cu 0, adica:

503-4% ~2012 =0 {503. 4 _2012=0 {503.4X 503-4=0
=

(yz _2012)2 0 y?-2012=0 y2 - (v2012f =0 N

4% =4 1
- {(y— J2012)-y +2012)=0 {y +1/2012

8. Determinati numerele de elemente rationale ale multimii A = {\/6 ; \/1; J2 SR 2012}

Rezolvare: Elemente rationale ale multimii A sunt de forma: \/6; \/i; v 22 e \/442 , (442:1936),
deci un numar de 45 de elemente rationale in multimea A.

2012
9. Calculaf: E=[(73J5)2012+(7+ 3%)20121'(14;?1? 21 |

Rezolvare: (a—b)-(a+b)=a% —b?

. [(7 ~3J5f % (74345 +1}_ 2. (74345 _

(7 +3\/§)2012 42012 1
[r-3v8) (3B 1 2212 (7435 (499522 41 opro o010
B (7 N 3\/5)2012 . 42012 1 42012 1
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2012+ 20122 + 20123 + ...+ 20122011
1 1 1 1

+ + ot
2012 20122 20128 20122011

10. Simplificati: A =

Rezolvare: Amplific cu 20122012

2012292 . (20124 20122 + 2012° + ..+ 201221 )
20122012-[ 1 + 1 2+ 1 3+...+ 12011)
2012 20124 2012 2012
20122012, (2012+ 20122 +2012% 4.+ 20122011)
2012+ 20122 +2012% +... + 20122011

A=

= 20127012

V21 3-V2  J2012-42011
V2 V6 20112012

a) Demonstrati ca N e (0;1)

b) Aflati partea intreagd a numarului ~2012- N

11.Fie N =

Rezolvare:

o NoY2oVL V3-V2 o Jeor2-yoom 11 1 1 1
2 2B 012012 J2 V2 B3 J2011 /2012
1 J2012-1

V2012 V2012 € (01), deoarece e fractie subunitari, v2012-1< 2012

b) v2012-N = \/2012~M' =+2012-1
V2012

44 <2012 <45=43<+2012-1<44 = |\/2012- NJ:43

12. Fie ne N*. Si se arate ci nr. 2012" +1nu poate fi scris ca suma de doud nr. prime.
adaptare dupa P.P.VI.1379., revista Alpha 2011

Rezolvare: Presupunem prin absurd ci ar putea fi scris nr. 2012" +1 ca sumi de doud nr. prime.
Avem:

2012" +1=p+q, p,q—prime
- daca p,q impare, p+qg=par, dar 2012" +1este impar — imposibil
- daca g=2, p = impar, avem 2012" +1=p+2, deci 2012" —1=p
2012" —1 nu este prim deoarece se poate descompune dupa formula:
2012" —1=(2012-1)2012" % +2012" 2 .. + 2012+1§: 2011020127 +2012"2 + ..+ 2012+1)

13. Calculati 1-142- 24-.. + 2011- 201142012- 2012, nl=1-2-...-n, ne N’ .
C.R.VI.2. Alpha, 2011

Rezolvare:

2012 2012 2012 2012 2012 2012

Zk ki= > (k+1-1)-Kl= > (k+1)-kl— Dkl = > (k+1) - Zkl =
k=1 k=1 k=1 k=1

= 24+34+...+ 20124+2013-1-21-... - 2012=2013-1
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14. Aratati ca: \/2011- 2012+\/2011- 2012++/2011-2012 < 2012.

Matematica pentru clasa a VII-a, 1, Balica, Perianu, Savulescu, ex. 37 pag.87
Rezolvare: se ridica la patrat

\/2011- 2012++/2011- 2012+ /2011 2012 <2012 ridic la patrat

2011-2012+ /2011 2012+ +/2011- 2012 < 20122

V2011 2012+ 120112012 < 20122 — 2011- 2012 = 2012- (2012~ 2011) = 2012 ridic la ptrat
2011-2012++/2011- 2012 < 2012

J2011-2012 < 2012% —2011- 2012 = 2012- (2012— 2011) = 2012

ridic la patrat
2011-2012 < 2012% = 2011- 2012 < 2012- 2012 adevirat

15. Se dau 2012 numere naturale distincte. Sa se arate ca, daca suma oricaror 2011 numere
naturale dintre ele este divizibila cu 2012, atunci si suma celor 2012 numere este divizibila cu 2012.
Rezolvare:

Fie Xq1,X2,..., Xop12 € N cele 2012 numere naturale distincte.
Avem:
Xo + X3 +...+X9012 =Moo12 = 2012. kl

X1+X3 +...+X2012 = m2012 22012k2 ki e N |—]TO]_2
H | ] ]

X1+ X3 +...+X9011 =Moo12 = 2012. k2012
Adunand relatiile membru cu membru, obtinem:
2011- (Xl +Xo + X3 +...+ X012 ) =2012- (kl + k2 + k3 +...+ k2012)
Cum 2011nu divide 2012, rezultd ca 2011| (ky + Ko + K3 +...+ Kpp12 ) =

= X1 +Xo +Xg3+...+X9912 =Moo12 = 2012-k

16. Daca x2y? +y222 +x222 = 2012, aratati ca: A = /(2012+ x* |- 2012+ y* |- [2012+ 2%
este numar rational.

adaptare dupa E: 14151 din GM nr. 3/2011
Rezolvare:.

20124 x* =x2y2+y222+x222+x4=x2~(y2+x2)+22-(y2+x2)=(x2+22)-( 2+y2)
2012+ y4 = x2y2 +y222 +x%22 +y4 :y2 -(x2 +y2)+ z° -(y2 +x2)= (y2 +22)- (x2 +y2)
2012+ 2% :xzy2 +y222 +x%2% + 2% :y2 -(x2 +22)+22- 7% +x? )= y2 +22)-Ix? +22)
:>A:\/(2012+x4)-(2012+y4)-(2012+z4):\/(x2+y2)2-(x2+22)2-(22+y2)2

N I 1o T T
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III.4. PROBLEME UTILIZAND DIFERITE PRINCIPII, METODE

Principiul cutiei sau principiul lui Dirichlet

Principiul cutiei sau principiul lui Dirichlet: “Daca repartizam n+1 obiecte in n cutii, atunci cel
putin doud obiecte vor fi in aceeasi cutie*.

Forma generala a principiului lui Dirichlet: “Daca repartizam kn+1 obiecte in n cutii, atunci cel
putin k+1 obiecte, K € N vor fi in aceeasi cutie®.

1. Masa festivd de Paste organizatd de FEE are 20 m lungime si 12 m latime. La masa sunt
asezate 61 de persoane. Aratati ca, oricum ar aseza fiecare din cele 61 de persoane cate un obiect pe
masa, existd cel putin doud obiecte astfel incat distanta dintre ele sa fie mai mica de 3 m.

Concursul “Problema lunii”’- aprilie — Fundatia de Evaluare in Educatie
Rezolvare: Impartim masa sub forma de dreptunghi in patrate cu latura de 2 m si vor rezulta 60 de

patrate avand fiecare diagonala egala cu V8 <3. Avand 61 de obiecte, oricum le-am repartiza in

cele 60 de patrate, cel putin doud obiecte se vor afla n acelasi patrat i, ca urmare vor fi la distanta
mai mica decat diagonala patratului, adica la distantd mai mica de 3 m.

2. Se da AABC, echilateral, de latura 1 cm si 37 de puncte apartinand interiorului triunghiului.
Se cere sa se arate ca exista cel putin doud puncte, astfel incat distanta dintre ele sa nu depaseasca
0,1(6) cm.
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.12.
A

Al

AVAVAVAN
/\/ IVAVAVAVAN

Flgura 111.12. Desenul problemei 2 (111.4)

Construim cel mult 36 de suprafete egale in care plasam cele 37 de puncte.
Am Tmpartit latura triunghiului in sase parti egale prin care am dus paralele la laturile triunghiului.
=1+3+5+7+9+11=36triunghiuri echilaterale congruente, de tipul AA'BC', conform teoremei
paralelelor echidistante. Avem astfel, 36 triunghiuri congruente si 37 de puncte, rezulta ca cel putin
doua puncte vor fi in interiorul unui triunghi sau pe laturile acestuia.
16-1_15_ 3 1

90 90 30 6
Prin urmare, distanta maxima intre doua doua puncte este cand cele doua puncte se afla in varfurile

triunghiului, rezulta ca exista cel putin doua puncte, astfel incat distanta dintre ele sa nu depaseasca
0,1(6) cm.

Generalizare: Pentru un AABC, echilateral, de latura 1 cm, cu n?+1 puncte interioare

Latura unui triunghi mic, de exemplu AA'BC', este egala cu é iar 0,1(6)=

. e . g . . 1
triunghiului, exista cel putin doud puncte care au distanta dintre ele < —.
n
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Principiul invariantului

Prin invariant se intelege o marime, o relatie sau o proprietate care ramane neschimbata in
urma aplicarii sau invariantei unei transformari.

3. Simona (S) si Julia (J) scriu pe tabla numere de la 1 la 200. Sterg cate un numar. Jocul ia
sfarsit cand raman pe tabla numai doua numere. Castiga Simona, daca suma celor doua numere este
divizibila cu 3.

a) Cine este ultimul care sterge un numar, daca Simona incepe jocul?
b) Poate gasi Simona o cale de a castiga, daca Julia incepe?
Rezolvare:
a) Fie 1,2, 3, ..., 200 cele 200 numere.
Incepe jocul, Simona si Julia iau cite un numdr, deci raman 198 de numere, care se impart la
numarul de jucatoare: 198: 2 = 99de perechi de cate doua numere.
(S,J); (S,J); (S,J);...(S,J) = Julia sterge ultimul numar.
99 ori
b) Daci riman a,b e N, 1<a <200, 1<b <200. Daci (a+b):3 = Simona castigi.
1,2,3,4,5,...,197, 198, 199, 200
1+200=201

2+199=201|= a+b=201=cid invariantul este 201.

Julia sterge numarul x, deci Simona va trebui sa steargd numarul 201-x.
De exemplu, Julia sterge numarul 197, Simona va sterge numarul 201-1997 = 4,
In final, raiman doua numere y si 201-y a caror suma y+201-y = 201 este divizibila cu 3.

4. Consideram un numar natural de patru cifre caruia 1i schimbam ordinea cifrelor. E posibil ca
diferenta dintre numarul initial si cel final sa fie 20127
Rezolvare:

abcd —achd =1000a +100b +10c + d —1000a —100c —10b —d = 90b —90c = 90- (b - C) #2012

abcd — bcda =1000a +100b +10c + d —1000b —100c —10d —a = 9-(111a —100b —10c — d) = 2012

Cifrele numarului schimbat raman aceleasi, rezulta ca invariantul este legat de o proprietate a
sumei cifrelor. Suma cifrelor se aplica in cazul criteriilor de divizibilitate cu 3 sau 9.

Restul impartirii unui numar la 9 este acelasi cu restul impartirii sumei cifrelor sale la 9.

Fie N = numarul initial pe care-l impartim la 9 = N=9.C;+r, unde Cq,rsunt catul,
respectiv restul impartirii lui N la 9, din teorema impartirii cu rest.

Schimbam ordinea cifrelor in N, obtinem numarul N; pe care-l impartim la 9,
= N1 =9-Cy+r,unde C,,rsunt catul, respectiv restul mpartirii lui N; la 9, din teorema
impartirii cu rest.

N-N;=9-C;+r—9-C5 —r=9-(C; —Cy) e Mgq

2012 ¢ Mg =>¢d 2012 nu poate fi diferenta dintre numarul initial si cel final, adicd N—Nj .

Probleme rezolvabile cu metoda reducerii la absurd

Metoda reducerii la absurd consta in a admite in mod provizoriu, ca adevarata propozitia
contradictorie propozitiei de demonstrat, apoi pe baza acestei presupuneri se deduc o serie de
consecinte care duc la un rezultat absurd, deoarece ele contrazic ipoteza problemei date sau un
adevar stabilit anterior.

Exemplu, problema 8, paragraful 111.2.
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AN

5. In triunghiul ABC construim AD | BC,D e (BC). Stiind ci m[C) =75, AD = 4cm,

BC =16cm, demonstrati ca AABC este dreptunghic.
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.13.

B C
M N D
Figura 111.13. Desenul problemei 5 (111.4)

Reducem la metoda reducerii la absurd. Presupunem ca AABC nu este dreptunghic, prin
urmare presupunem ca AABC este obtuzunghic = 3IM € BC, astfel incait MA L AC.
Fie N mijlocul segmentului MC = [AN este mediana corespunzatoare ipotenuzei MC, in

AMAC dreptunghic = AN = MTC = [AN]=[MN]=[NC].

m[AMCj ~180° - (00° + 75°)=15°

Triunghiurile MNA si ANC sunt isoscele = m(NMAJ = m[MANJ =15" = m[MNAJ =150° =

A T30°-60° —90°
m[ANCJ =307, iar AADN dreptunghic = AN =2-AD =8cm, AN = NC, MN =8cm,

= MC =8+8=16cm =ABSURD, deoarece MC<BC, BC=16 cm, deci presupunerea ficuta este
falsd, prin urmare AABC este dreptunghic.

Principiul extremal

Principiul extremal sau metoda variationald: Acest principiu presupune folosirea obiectului care
maximizeaza sau minimizeaza o anumitd functie si care are astfel de proprietati urmarite. Exista
situatii In care sa nu existe element extremal.

6. Aratati ca oricum am aseza numerele de la 1 la 10 intr-un cerc, exista trei numere alaturate cu

suma mai mare sau egala cu 18.
Marius Mdnea, Olimpiada Nationala de Matematica

Rezolvare: Presupunem ca suma oricaror trei numere alaturate este cel mult 17. Eliminandu-| pe cel
mai mic, adica pe 1, celelalte 9 numere pot fi impartite in trei grupe de cate trei numere aldturate,
fiecare avand, conform presupunerii facute, suma cel mult 17. Prin urmare, suma numerelor de pe
cerc este cel mult egald cu 1-3-17 =52, ceea ce vine in contradictie cu suma gauss a primelor 10
numere: 1+2+3+...+10=%'11=55.
Rezulta ca oricum am aseza numerele de la 1 la 10 intr-un cerc, exista trei numere aldturate cu suma
mai mare sau egala cu 18.
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Probleme de logica

Problemele de logica se realizeaza printr-o serie de judecati logice care solicita
perspicacitate, inventivitate si putin calcul.

7. Dacd Popeye intr-o zi se trezeste zambaref, atunci in ziua urmdtoare se va trezi bucuros.
Daca el intr-o zi se trezeste bucuros, atunci in ziua urmatoare el se va trezi fericit. Daca intr-0 zi
Popeye se trezeste fericit, atunci in ziua urmatoare el se trezeste voinic. Daca se trezeste intr-0 zi
voinic, atunci in urmatoarea zi se trezeste puternic. Daca intr-o zi Popeye se trezeste puternic, atunci
ziua urmatoare se va trezi zambaret.

a) Cum se va trezi Popeye in 7 mai 2011, daca in 6 octombrie 2010 s-a trezit fericit?
b) Care zi a saptamanii a fost 1 octombrie 2010, daca 7 mai 2011 a fost zi de simbita?

Concursul Sclipirea mintii, clasa a VII-a, Oradea, 2011
Rezolvare:
a) Zambaret, bucuros, fericit, voinic, puternic,..., se repeta din 5 in 5.
Din 6 octombrie 2010 pana in 31 octombrie sunt: 31-5 = 26 zile.
Din 6 octombrie 2010 pana in 7 mai 2011 sunt: 26 + 30 + 31 + 31 + 28 + 31 + 30 + 7 = 214 zile.
Fiindca se repetd din 5 in 5, avem: 214: 4 = 42 rest 4, deci 214=42-5+4.
In ziva cu numirul de ordine de forma 5k+1, 5k+2, 5k+3, 5k+4, 5k+5, unde ke N, Popeye se va
trezi respectiv fericit, voinic, puternic, zambaret, bucuros. In ziua a 214-a se trezeste zambdre.
b) Din 1 octombrie 2010 panad in 7 mai 2011 sunt 219 zile: 219:7 = 31, rest 2, 219=31-7+2.
Sambata, vineri, joi, miercuri, marti, luni, duminica are numarul de ordine, respectiv, 7k+1, 7k+2,
7k+3, 7Tk+4, 7k+5, 7k+6, 7k+7, unde k € N, deci 1 octombrie 2010 a fost vineri.
Cerinte suplimentare propuse spre rezolvare:
a) Cum se va trezi Popeye in 7 mai 2012, daca in 6 octombrie 2011 s-a trezit fericit?
b) Care zi a saptamanii a fost 1 octombrie 2011, daca 7 mai 2012 a fost zi de luni?
Indicatie: anul 2012 este an bisect.

Probleme de coliniaritate

Metode folosite in problemele de coliniaritate:

Metoda 1: Probleme in rezolvarea carora se foloseste axioma lui Euclid: Printr-un punct
exterior unei drepte se poate duce o paralela §i numai una la acea dreapta,

Metoda 2: Probleme in care intervin in rezolvare doud sau mai multe unghiuri adiacente cu

proprietatea ca unghiul suma al lor este un unghi alungit (180° );

Metoda 3: Probleme in care se folosesc proprietatile unghiurilor opuse la varf, de exemplu:
Reciproca teoremei unghiurilor opuse la varf: Daca doua unghiuri congruente au o pereche de
laturi semidrepte opuse, atunci si celelalte perechi de laturi sunt semidrepte opuse;

Teorema: Daca doua unghiuri sunt congruente si au o latura comund, iar celelalte doua laturi sunt
in acelagi semiplan determinat de latura comuna, atunci celelalte doua laturi coincid.

Metoda 4: Probleme in care se foloseste teorema: Intr-un plan dintr-un punct exterior unei
drepte se poate duce pe acea dreapta o perpendiculara gi numai una.

Metoda 5: Probleme in care se va identifica o dreapta care contine punctele considerate.

In problemele de coliniaritate se mai folosesc (figura 111.14 ):

Teorema lui Menelaus: Fie ABC un triunghi si d o dreaptd ce intersecteazi laturile (AB), (AC)si
prelungirea lui (BC in punctele P, N, respectiv M (puncte coliniare). Atunci:

166




B M

Figura I11.14. Desenul justificativ pentru teorema lui Menelaus si reciproca acesteia

Reciproca teoremei lui Menelaus: Fie triunghiul ABC, M apartine lui (BC, N apartine (AC) si P
apartine lui (AB), astfel incat

Atunci, punctele M, N, P sunt coliniare.

8. Sa se demonstreze ca, intr-un triunghi ABC, simetricele varfurilor ABC fata de laturile [AC],
respectiv [AB |sunt coliniare cu varful A.
Rezolvare: Construim desenul din figura I11.15.

C.ﬂr "~ B”

B C
Figura 111.15. Desenul problemei 8 (111.4)

Fie B’ si C”’ simetricele varfurilor B si C fata de mijloacele B’ si C’ ale laturilor [AC],
respectiv [AB].

[AB']=[B'C] . .

Deoarece = ABCB " este paralelogram = AB"'|| BC 1)
[BBI] = [Bl BI l]
[AC']=[C'B]

Deoarece = ACBC " este paralelogram = AC"|| CB 2
[CC'] = [C.Cu]

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca prin varful A trec doua paralele la BC, adica AB"', AC"
Cum cele doua paralele coincid, AB"|| BC|| AC", conform axiomei lui Euclid, rezulta ca punctele
B'", A, C'"sunt coliniare.

9. Doua cercuri sunt secante in M si N. Prin M se duc diametrele [MP], respectiv [MQ], in cele

doui cercuri C1(O1;R), C5(05;r). Si se demonstreze ca punctele P, N, Q sunt coliniare.
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.16.

Deoarece MNP subantinde un diametru al cercului C1(O1;R) = m(MNPJ =90°. (*)

Deoarece MNQ subantinde un diametru al cercului C5(O5;r) = m[MNQJ =90°. (**)
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P Q
N )

Figura 111.16. Desenul problemei 9 (111.4)

Din relatiile (*) si (**) rezultd ca: m[PNQJ = m[PNMJ + m(QNMJ =90° +90° =180°,
deci punctele P, N, Q sunt coliniare.

10. in patrulaterul ABCD se considerd M si N mijloacele laturilor opuse [AB], respectiv [CD].

Prin M ducem MP paraleld la BC si MQ paralela la AD, iar prin varfurile C si D cate o paralela la
AB. Se formeaza astfel patrulaterele BCPM si ADQM. Sa se demonstreze ca punctele P, Q, N sunt
coliniare.

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.17.

D
Figura I11.17. Desenul problemei 10 (111.4)

P|IBC

Din ipoteza = BCPM este paralelogram = |BM|=|[CP 1

1n 1poteza {CP | BA p g [ ] [ ] 1)
. . |MQJAD _

Din ipotezi DO || AB = MQDA este paralelogram = [AM]=[DQ] 2)

CP || AB " "
Din relatiile (1) si (2) rezulta ca, deoarece | = CP||DQ = m| NCP |=m| NDQ |,
DQ | AB
unghiuri alterne interne. (3)
. [lAM]=[vB]
Din ipoteza, 4)
[DN]=[NC]

LUL A A
Din relatiile (1) + (4) = ANCP = ANDQ = m(CNPJ = m(DNQ] -

= m[PNQ] - m(PNCJ + m(CNQJ - m(PNDJ + m[DNQJ - m(DNQJ + m(CNQ] ~180°.

Deoarece C, N, D sunt coliniare = ca si punctele P, N, Q sunt coliniare.
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11. Fie ABC si ADE doua triunghiuri isoscele si laturile congruente una in prelungirea
celeilalte. Sa se arate ca mijloacele bazelor celor doud triunghiuri si varful lor comun sunt trei
puncte coliniare.

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.18.

E N

M
Figura 111.18. Desenul problemei 11 (111.4)
Fie M si N mijloacele bazelor celor doua triunghiuri.

Prin urmare, [BM]=[MC] si [EN]=[ND]. Rezulta ca:
o [AM] este mediana in AABC isoscel, deci si indltime: AM L BC;
o [AN] este mediani in AADE isoscel, deci si inaltime: AN L DE ;

. m[BACj = m[DAEJ (opuse la varf).

AN

. 180°- m{BACJ . 180°- m(DAEJ
in AABC = m[C] = 5 , iar in AADE = m(EJ = > , prin urmare,

rezultd ca m(CJ = m[EJ: BC|ED, dar AM L BC=AM LED. Cum insa AN L DE = ca

AM si AN coincid, prin urmare punctele M, A, N sunt coliniare.
12. in figura 11.19, se cunoaste ci: [AC]=[BC] [AE]=[BE] [AD]=[BD]. Aritati ci punctele
C, D, E sunt coliniare.
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.19.
A

B
Figura 111.19. Desenul problemei 12 (111.4)

Din ipotezi = AADC = ABDC(LLL)= m[ACD] = m{BCDJ = [CD bisectoarea ACB .

Din ipotezi = AACE = ABCE (LLL) = m[ACEJ = m(BCEJ = [CE bisectoarea ACB .

AN

Deoarece ACB are o singura bisectoare, = [CD = [CE = ci punctele C, D, E sunt coliniare.
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13. Se considera triunghiul ABC si De(AB), E c(AC), astfel incat DBngB. Fie

CDNBE = {M}, astfel incat DM = % DC. Demonstrati ca DE || BC.

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.20.

C
Figura 111.20. Desenul problemei 13 (111.4)

in AADC aplicim teorema lui Menelaus:

AECMDBlAE75_AEg

> — —'—-=1=2—= .Cumsi&=g,rezultécéDE||BC.
EC MD BA EC 27 7 EC 5 DB 5

Probleme de concurentd

Metode folosite in problemele de concurenta:

Metoda 1: Se demonstreaza concurenta dreptelor prin identificarea acestora cu liniile
importante dintr-un triunghi.

Metoda 2: Se demonstreaza ca punctul de intersectie a doua dintre drepte apartine si celei
de a treia drepte.

Metoda 3: Se demonstreaza concurenta prin coliniaritate.

In problemele de concurentd se mai folosesc (figura 111.21):

Teorema lui Ceva: Fie ABC un triunghi si dreptele AA’, BB’, CC’, astfel incat A'E[BC],
B'e [AC], C'e[AB]. Daca dreptele AA',BB',CC' sunt concurente, atunci are loc relatia:

AC' BA' CB' _
CB AC BA

A

Figura 111.21. Desenul justificativ pentru teorema lui Ceva

Reciproca teoremei lui Ceva: Fie ABC un triunghi si dreptele AA’, BB’, CC’, astfel incat
A'c[BC], B'e[AC], C'e[AB]. Daci are loc relatia

AC' BA' CB' _

CB AC BA
atunci dreptele AA’, BB’, CC’ sunt concurente.
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Reciproca teoremei lui Ceva sub forma trigonometricia: Fie ABC un triunghi si dreptele AA’,
BB’, CC’, astfel incat A'e [BC|, B'e [AC], C'c[AB]. Daci are loc relatia

sinBAB' sinACC' sinCBB' _

AN N N

1l

sinCAA'" sinBCC' sin ABB'
atunci dreptele AA’, BB’, CC’ sunt concurente.

14. Se da triunghiul ABC. Demonstrati cd bisectoarea interioara unghiului A si bisectoarele

exterioare ale unghiurilor B si C sunt concurente.
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.22.
J.%.

D
Figura 111.22. Desenul problemei 14 (111.4)

Fie D punctul de intersectie al bisectoarelor exterioare unghiurilor B si C. Construim DM L AB,
DN L BC, DP L AC. Rezulti ci: ABMD = ABND (IU)= [DM]=[DN] si

AAPD = AAMD (IC)= MAD = PAD = (AD bisectoarea BAC

15. in AABC, fie un punct M pe latura [BC]. Bisectoarea unghiului ABM, intersecteazi latura
[AC] in punctul N. MP este bisectoarea unghiului AMB, iar MN este bisectoarea unghiului AMC.

Demonstrati ca AM, BN, CP sunt concurente.
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.23.

A
p N
B C
M
Figura 111.23. Desenul problemei 15 (111.4)

Aplicam teorema bisectoarei in AAMB :E = AM :

PB BM

. . o CN CM . . . .

Aplicam teorema bisectoarei in AAMC :m = M Inmultind relatiile membru cu membru si cu

BM AP BM CN AM BM CM AP BM CN . C o
— = — . = . . = —-——-——=1 si, conform teoremei lui Ceva,
MC PB MC NA BM MC AM PB MC NA

dreptele AM, BN, CP sunt concurente.
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16. Utilizand desenul din figura I11.24, in care ABCD este un trapez, iar triunghiurile AMD si
BNC sunt echilaterale, BD " AC = {O}, sd se demonstreze cda BD N AC " MN = {O}

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.24.
M

A D

O
B C
N
Figura 111.24. Desenul problemei 16 (111.4)
Cum AD || BC = AAOD ~ ACOB = 20 _ 0D _ AD
CO OB BC
AD MD DO

AADM echilaterad = AD = MD
ABNC echilateral = BC = BN

AD | BC,BD —secanti = m(ADB] = m(DBCJ =X’

= = =
BC BN BO

m(MDOsz(NBO}:m" +x° N N
= AMDO~ ANBO = BON = DOM, (OD, (OB in prelungire

MD DO

BN BO

=>conform reciprocei teoremei unghiurilor opuse ca (OM , (ON sunt in prelungire, deci punctele

M, O, N sunt coliniare.
Cum OeMN, Oe DB, Oec AC = BDNACNMN = {0}
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111.5. PROBLEME PENTRU PREGATIREA CONCURSURILOR SCOLARE

111.5.1. PROBLEME PENTRU PREGATIREA CONCURSURILOR SCOLARE REZOLVATE

o1 1 1 2011
1. Aratatica: —+—+...+ <—.
22 32 20122 2012
Rezolvare:.
1 _1
22 1
1_1
32 2.3
1 1
<
20122 2011-2012
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
— 4.+ <—— o — = 4
22 32 20122 1.2 2.3 2011-2012 1 2 2 3 2011 2012
1 1 1 1 1 1 1 1 2011
S < —Ee———— = .+ < —=
22 3?2 20122 1 2012 92 32 20122 2012
2b 3c

2.a) Fiea,b,ce Q*, astfel incat

(a+b+c)-(l+1+1j.

a b c

= = . Determinati valoarea expresiei
2b+3c a+3c a+2b

b) Aratati ca fractia 1-2:3...n+l este ireductibila pentru orice N € N*.,
1-2-3-..-n-(n+1)+1
Rezolvare:
2) a _2b 3 _ a+2b+3c 1
2b+3c a+3c a+2b 2-(@a+2b+3c) 2
a2 _1
22;3(: I P P -
— — + f— — =
:l =<4b=a+3c = = b a_ 2.
a+3c 2 2a—6c=2b+3c—-a-2b a=3c 1 3 a
6c=a+2b === c=2=
3 1 c a 3
a+2b 2
1 1 1 1 2 3 6
—+—t+—=—F+—F+—=—
a b c a a a a
(a+b+c) (1+1+1 :(a+E gj_gzll_a 5_11
b ¢ 2 3) a 6 a
a+1l a+1

b) notez 1-2-3-...-n=a= =
a(n+1)+1 an+a+l

Daci fractia este reductibila , existd d #1, d‘a +1, d‘an +a+l-a-1=> d|a

Dar, d‘a +1=d

1, contradictie.
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n+1000
n+17

3. a) Aratati ca multimea A = { |n € N}contine un singur element natural.

5n+2007 . 11n-2006 -
si nu pot fi simultan

b) Aratati ca pentru orice numar n e N, numerele

intregi.
Rezolvare:
n+1000 n+17+983 983 -
a) = =1+ , 983 este numar prim
n+17 n+17 n+17

N+17=1=n=-16¢ N
N+17=983=n=966 N

b) 5n+82007:5”+8'25+7:25+5”+7GZ<:> 85n+7, iar
11n—82006=11n—8-25—6=_25+11n—6EZC> 8|11n—6.
De exemplu,

e pentru n=2K,5n+7 =10k +7 = impar, 11n — 6 = 22k — 6 = 2-(11k — 3) imposibil.
e pentru n=2k+1,5n+7 =10k +12=2-(5k +6)par, 1In — 6 = 22k — 5 = impar , imposibil.

4.Fie ne N*si numerele a=3""2 -3 p=3"+2 3N+l 3" =3+l _3n ;31

a) Calculati : b ;r ¢ :

b) Stabiliti, dacd numerele a,b,c pot fi laturile unui triunghi.
Rezolvare:

a) a=3n+2_3n+1=3n .32_3n _3=3n .6 :
b=3"*2_3"*1 3" _3".32 _3".343"=3".7;

c=3”+1—3”+3“—1=3”.3—3“+3”-3—1=3”-(3_1+%j:3n%;
7
n n
bre S T35 28 14
j— = = — = —,
a 3".6 18 9
M:E>1:>b+c>a
a 9
b) a—;C:§>1:a+c> b = a,b,c pot fi laturile unui triunghi.
m=§>1:>a+b>c
c 7

5. Determinati perechile de numere reale (a,b) care indeplinesc conditia:

Ja-b-3+b%—9b+3a=~3+b-a+5.

Rezolvare:

=>a-b=3=a=b+3.

a-b-3>0 a-b>3 a-b>3
= =
3+b-a>0 b-a>-3 a-b<3

Impunem conditiile radicalilor: {

Ecuatia devine:
0+\/b2—9b+3b+9 =5=1b?-6b+9=5= (b—3)2 =5=b-3=15=
be{-2,8=aec{i1l}=(a,b)={{1-2),(118)}.
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6. a) Demonstrati ca \/ﬁJrEJrH) ¢ Q, Va,b,c#0.

b) Determinati numerele naturale de forma abc, pentru care 3\/ a,(bc) +Db,(ca) +c,(ab) = ab.

Rezolvare:
a)a,b,c0=

n =~Jabc +bca+cab = +111-a+111-b+111-c =111-(a+b+c) =+/3:37-(@a+ b +C)
3<a+b+c<27=37|n; 372 nu divide n=neQ.
b) 3/a, (bc) + b, (ca) + ¢, (ab) = ab

bc 99 +bc 99a+10b+c
a1 (bC) =—ad— = —
99 99
b. (ca) (ca)=b ca _ 99b +ca _ 99b+10c +a » prin adunirea selafillor
ab 99c+ab 99c+10a+b
99 99
a, (bc) + b, (ca) +c, (ab) = 110'(39; b+c) _ 10-(a;rb+c)

3\/@=\/10-(a+b+C):>\/10'(a+b+c):10a+b (=

=10-(a+b+c)=100a% +20ab +b? = b?110=b!10=>b=0=

—10-(a+c)=100a% = a+c=10a° = a=1=>c =9 = abc =109

7. Fie numerele rationale pozitive, a, b, ¢, astfel incat a_ _ b - . Aratati ca:
b+c a+c a+b
\/ a+b b+c cC+a _
a + + eQ;
a+2a+3c b+2c+3a c+2a+3b
b) b b @ g
c-(2a-b) a-(2b-c) b-(2c-a)
Rezolvare:
2a=b+c
a b c a+b+c 1 2a—2b=b-c a=>b
= = = =—=<{2b=a+c> = —=a=c.
b+c a+c a+b 2-(a+b+c) 2 2b-2c=c-b " |b=c
2c=a+b
a+b b+c c+a 28 2a 2a
+ + = ]—+—+—=1€Q
a+2a+3c b+2c+3a c+2a+3b 6a 6a 6a
ab bc ca a’ a? a?
b + + = =+ +5- =3eR\Q.
)\/c~(2a—b) a-(2b-c) b-(2c-a) Va2 a2 a2 Q
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<E§§ £<i (Concurs Moisil, clasa a VII-a, 2006)

8. Sa se demonstreze ca:
1042 2 4 6 100 10

Rezolvare:
Notam A== L §§ ﬂ—) 50 factori.
2 46 100

In demonstratie ne vom folosi de inca doua numere:
B :Zﬂﬁ 100 — 50 factori

357 101
C=lgﬂ %—> 50 factori.

2 35 99

Demonstram in 4 etape:

I. D trim ci A < B and fi .
faCtOI(imons ramca A < B, comparanc Hecare Il1. Demonstram ca A<i, folosind rezultatul
: 10
1 < 2 obtinut la punctul I:
2 3 A<B |-A =
45 <A
5 6 A2<(1.§.§.,.2].(2.59“_.@]:
6°7 246 100) (3 5 7 7 101
2 1
........... <_<_:
100 101 A< — A2 = A2 - <0
() 100 102 102
135 99 246 100 (A5 {Ar ] <omae(- 1)
2267100357 " 101 10 10 10°10
10
]!II.D.emonstram ca C< A, comparand fiecare IV, Demonsttim i A> 1 ' folosind
actor: 10\/5
1 < 1 rezultatul obtinut la punctul I1I:
2 2 C<A |-A =
2.3 2
352 C-A<A
4 5 (1.E.ﬂ.,__.%j.[léé,_.ﬂj<Az
5 % 235 799)\2 46 " 100
......... 1 a2 1 2—A2<0:>
%8 _9 200 kov2)
99 100 1 1
; —— A +A|<0>
— 0 (10\/5 Mw\/i J
124 9 135 99
e e — e — < — == — > 1 1
235799246 " 100 AcR\| - f \/_ A>—\/_
=C<A . 10 2
sau <A 2
1042 @)

Dinrelagiﬂe(l)si(z):>L<A<i 1 13.5. N _1

v ——<—.
102 1of 2 100 10
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9. Aritatici 2JX —4+3,[y—9+4Jz-16 <2 Y2

Rezolvare: Pornim rezolvarea prin impunerea conditiilor de existenta ale radicalilor:
X-4=>0 X4
y-9>0 =<:y=>9
z-16=0 z>16

J4-(x—4) +/9-(y-9) +16-(z-16) <

Din inegalitatea mediilor mg <m, =

4.(x—4 s4+)2(_4:>,/4-(x—4)s§ L)

X+Y+12

In mod similar:

Joy-9<? )
J16-(z-16)

Prin insumarea relatiilor (1), (2) si (3) = 2/x—4 + 3\/y ~9+44z-16<

AN Y
NN

3)

X+y+2z

10. Rezolvati ecuatia: VX —1+.y—X +,/2—Yy =%+1, cux,y,z>1.

Rezolvare:

2\/x_—1+2\/y—x+2\/z—y:z+2:>(\/x_—1)2+(w/y—x—l)2+( z—y—l)2 =0=
)

-1
e 7 — 2
N R x-1=1 [(x=2
= Jy-x-1=0=1{,/y-x =1 ‘()2:> y-x=1=1{y-2=1=y=3=(x,y,2)=(234)
[7 v _1= z-y=1 z-3=1=7z=4
-y 1=0 Z—y:]. ()2 y

11. Determinati laturile a, b, ¢ ale unui triunghi si unghiurile triunghiului, precizand natura

acestuia, stiind ca: \/a2 —4J3a+21+ \/b2 —2J/3b+28+ \/C2 —-6c+25<12.
Rezolvare:

Ja-243f +0+1b-v3P + 25+ (c-3) +16 <12

2
o283 +o=3 [( @-2v3f +9=9  |@-2v3F =0 (4_2y3
VIb-3f +25=5 | (2 ={lb-+3] +25=25 = {lb-3f =0 =1b=13

(c-3%+16=4 ‘()2 (c-3)*+16=16 (c-3)2=0 c=3

Calculam: a® =12, b2 =3, c2=9= a’ =b? +c? (teorema lui Pitagora).
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Decli, a este ipotenuza, iar b si ¢ sunt catete (figura 111.25)
C

b

A - B

Figura 111.25. Desenul problemei 11 (111.5)

AN

Cum m[BAC] =90°, rezultd ca AABC este dreptunghic.

sinABC:E ﬁ—l

= = 2mABC =30°:
a 23 2 [ ]

m[ACBJ =180° — m(ABC] - m( BAC] =180° —30° —90° = 60°

sau sin ACB =§=i =§ - m[ACBJ —60°.

2.3

12. Se da un triunghi ascutitunghic isoscel ABC, AB = AC. Fie D mijlocul laturii (BC), iar E si
F simetricele punctului D fatd de dreptele AB, respectiv AC.
a) Demonstrati ca patrulaterul BCFE este trapez isoscel;
b) Demonstrati ca patrulaterul AEDF este romb, daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral.
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.26.

A

B D C
Figura 111.26. Desenul problemei 12 (111.5)

a) [AD este mediana in AABC isoscel cu AB = AC =[AD este si bisectoare.

AAEF este isoscel cu AE = AF , iar [AD este bisectoarea unghiului EAF =
= AD | EF=EF|BC Q)

[EB]=[BD]=[DC]= [CF] )
Din relatiile (1) si (2) = ca BCFE este trapez isoscel.
b) daca [AE]=[ED]=[AD]= AADE echilateral = [AB iniltime=> [AB bisectoare =

= m(EABJ = m(DABJ =30 = m(BACj =60° = AABC este echilateral,
= AAED si AAFD sunt echilateral congruente = ca AEDF este romb.
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13. in AABC se considera bisectoarea BD a unghiului B, D e (AC). Prin D se duce paralela
DE la dreapta AB, E e (BC)si prin E paralela EF la BD, F € (AC). Daca AB = 20cm, BC =30cm,
AD + FC =19cm, sa se calculeze lungimea laturii AC.

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.27.

A
D
F
B C
E
Figura 111.27. Desenul problemei 13 (111.5)
AABC AB AD 20 AD
] = —— =
BD — bi sectoare BC DC 30 DC
BD || EF n n
| = DEF = FEC — EF —bisectoare = E = E
DE —secanta CE FC
AABC — -
:ﬂz%j@:%:BC CE:SO CE:§:>20-CE=900—30-CE:>
DE || AB DC CE 30 CE CE CE 30
= CE =18cm = BE =DE =12cm
ABDC
_BE_DF_12 DF_ 2 DF_ 5 or_s.kc
EF | BD EC FC 18 FC 3 F
3-AD =2-(DF +FC)
%2223'AD:2'DC: AD+FC=19=DA=19-FC=>
3'DF=2-FC:>DF:§-FC
FC =9cm
=<{DF=6cm = AC=AD+DF+FC=25cm
AD =10cm

14. Fie ABCD un paralelogram, punctul O situat in interiorul AABD si OQ || AD,Q < [CD],
{M}=0Q " BD, OP || AB, P < [BC] OP " BD = {N}. Aritati ca Aomn =Amap +Apen » daca si
numai dacd segmentele [MN ], [MD],[NB]sunt laturile unui triunghi dreptunghic cu ipotenuza [MN].
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.28.
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A B

D Q C
Figura 111.28. Desenul problemei 14 (111.5)

AADMQ _ [ DM )2
OP || CD A MN
{ o” . = ADMQ ~ ANMO ~ ANBP = ANMO .
QO AANEP _ ( BN )
Aanvo  \MN

_ Aapmo T AaNee _ DM? + BN?

2 = AomN =Al\/|QD + AppN <:>|V|N2=D|V|2+BN2.
AAMON MN

15. In figura 111.29 se afld trei hexagoane regulate. Hexagonul mic are lungimea laturii de 2 cm.
Latura hexagonului mijlociu are lungimea laturii cat jumdtate din lungimea laturii hexagonului
mare, iar latura hexagonului mic are lungimea cit jumatate din lungimea laturii hexagonului
mijlociu. Aflati perimetrul figurii formate de cele trei hexagoane, limitatd de linia ingrosata.

A B

*] E ¥ D
Figura 111.29. Desenul problemei 15 (111.5)

Rezolvare: - in hexagonul ABCDEF avem: AB=BC=CD =DE =EF=FA,
- in hexagonul KJIHGF avem: KJ =JI=IH =HG =GF =FK,
- in hexagonul FLMNOP avem: FL = LM = MN = NO = OP = PF.

LF:%:Zcm:GF:Mm; GF:A—ZB:4cm:>AB:8cm

PpABCDEKJIH GLMNOP =
=PA+AB+BC+CD+DE+EK +KJ+JI+IH+HG +GL +LM+ MN + NO +OP =

:%AB+4-AB+5-GF+5-LF:%-AB+5-GF+5-LF:%-8+5-4+5-2:68 cm
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16. In triunghiul ABC se duce bisectoarea [CD, unde D e AB. Centrul cercului circumscris
triunghiului ABC coincide cu centrul cercului inscris in triunghiul BCD. Demonstrati ca
AC? =AD-AB.

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.30.

Figura 111.30. Desenul problemei 16 (111.5)

Fie O centrul cercului circumscris AABC. Triunghiurile AOB, BOC, COA sunt isoscele, deoarece
AO=BO=CO=R.

De asemenea, O este centrul cercului inscris in ABDC, in care (CO, (BO, (AOsunt bisectoare
pentru unghiurile ABDC, adica

m[DBO] = m[OBCj = m(BCOJ = m(OCAJ = m(CAOJ = m{BAOJ =x°.
Cum [CD este bisectoarea AABC = m(ACDJ =2X.

AAOC esteisoscel cu AO=CO=R=> m{OAC} = m(OACJ =3X

m(BACJ = m{BCAJ =4x
4X +4X +2X =180° =10x =180° => x =18 =
= m(BACJ = m[BCA] =72°, iar m(ABCJ =36°
Analizand ACAD si ABCA , avem:
m(DAC] = m(ACBj =4x
CA _AD
A

R R :>ACAD~ABCA:>§= — CA2 = AD.BC = AD-AB
m(ACD]: m(CBA]: 2X
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111.5.2. PROBLEME RECAPITULATIVE PROPUSE SPRE REZOLVARE
ALGEBRA

1. Sa se calculeze minimul sumei numerelor X si y, care verifica ecuatia:

\/x—16+\/y2—8y+x =/16—-X +4.
2. Sa se rezolve ecuatia: \/X+\/x2—x +\/X—\/X2—x =4/4/16X ,cu x >1.

3. Calculati, in functie de n, valoarea expresiei: \/(3” —5)2 —\/(6—3“ )2 neN.

4. Aratatica E = \/ 124+11412 + \/ 28— 54/12 este un numir natural, patrat perfect.
J2 W6 V12 J1004-1005
+ + +.+ <

5. Arataticd —+— 502.
3 5 7 2009

6. Aritati ci v2X ++/2X + 2008 +/2x + 2009 < 3x + 2010, Vx > 0.

7. Fiex\y,ze R, astfel incat 2x—y+2>0,y—z—-5>0, z—2x+3>0. Aratati ca
2X+2y—3z=13.
8. Fiea, b, ¢ > 2, numere naturale. Aratati ca:
a(a—-1)+b(b-1)+cc-1)<(@a+b+c—4)-(a+b+c—-5)+4.
GEOMEIR]E
9. Intr-un triunghi dreptunghic, suma patratelor medianelor corespunzitoare catetelor este
egala cu de K ori patratul medianei corespunzitoare ipotenuzei. Aflati valoarea lui K.

10. Fiind dat triunghiul ABC avand aria de 16 cm? si punctele A’, B*, C’ simetricele punctelor
A, B, respectiv C, fatd de B, C, respectiv A, sd se calculeze aria triunghiului A’B’C’.

11. Fie ABC un triunghi dreptunghic in B. Calculati perimetrul si functiile trigonometrice ale
unghiului C, stiind ca tgC = %, AC =15cm.
12. Fie ABC un triunghi dreptunghic in B. Demonstrati ca lungimea inaltimii din B este mai

mare decat raportul dintre produsul si suma lungimilor catetelor.

13. Daca a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, aratati ca exista un triunghi care are

laturile \/5,\/5,\/6.

14. Demonstrafi ca un triunghi dreptunghic este isoscel, daca si numai dacad p = (1+ J2 ) h,
unde p este semiperimetrul, iar h este indl{imea corespunzitoare ipotenuzei.

15. Fie ABCD un paralelogram si punctul O punctul de intersectie al diagonalelor. Fie E un
punct, Ee(AD), astfel incat BE =2-AO Notim cu F intersectia dintre BE si AO. Daci

m{EAFJ =60°, calculati m(AEF].

16. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, AD | BC,D < BC .Aratati ca.
a) CD-AB? =BD-AC?;
b) AC?-BD? + AB2.CD? = AD? -BC?:
c) AB+AC <BCV2.
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I11.6. TESTE DE EVALUARE INITIALA, SEMESTRIALA, FINALA

MODEL DE TEST DE EVALUARE INITIALA PENTRU CLASA A VII-A

Oficiu 10 puncte

Partea |: Scrieti litera corespunzitoare singurului rdaspuns corect. 45 puncte

5 puncte 1. Rezultatul calculului 22-(% + % + %) este:

A. 209 : 12 C.34 D. 211
12 209

5 puncte | 2. Intr-o cutie sunt 6 bile albe si 4 bile negre. Care este probabilitatea de a extrage o
bila alba?

A. 0,3 B.0,6 C.04 D.0,2

Spuncte | 3. Un kilogram de kiwi costa 2,5 fird TVA, iar cu TVA costd 2,95 lei. Cat la suti
reprezintd TVA?

A. 20% B. 19% C.21% D. 18%

5 puncte | 4. Cel mai mic multiplu comun al numerelor -24 si 48 este:

A. 24 B.12 C. 48 D. 36

Spuncte | 5. Unghiurile AOB, BOC, AOC sunt in jurul unui punct. Daca m[AOB]: 2
m (BOC] , m [AOBJ =m [AOCJ - 60 ° . Masura celui mai mare unghi este de:

A. 180° B. 220° C. 120° D. 60°
5 puncte | 6. Daca ab+ac =15 si b+c =5, atunci valoarea lui a este:
A.2 B.5 C.3 D.4
5 puncte | 7. Baza unui triunghi isoscel are lungimea de 14cm. Stiind ca perimetrul triunghiului
este de 48cm, lungimea fiecareia dintre cele doua laturi congruente este de:
A.12cm B.17 cm C.1l4cm D.10cm
5 puncte | 8. Solutia intreaga a ecuatiei 5-(x —1)= 2x + 7 este:
A 4 B.3 C.10 D.2
S puncte | 9. Opusul numirului 5 este:
A. 5| B. % C.25 D.-5

Partea a l1-a: La urmdtoarele probleme se cer rezolvari complete. 45 puncte

10 puncte | 1. Stiind ca numerele a si b sunt direct proporfionale cu 2 si 3, calculati:
3a% —2ab + 4b?

2a® +3ab + b?

10 puncte | 2. Determinati numerele intregi x si y, astfel incit si aibd loc egalitatea:
x-(y-2)=23.

10 puncte | 3. Fie punctul C mijlocul segmentului [AB] si punctele D, E situate de o parte si de
alta a dreptei AB, astfel incat 2DB=AB, AE=AB si DBA = EAB . Demonstrati ca:
[AD]=[CE].

15 puncte | 4. Fie AD bisectoarea BAC in AABC si MeDC. Paralela prin M la AD,

intersecteaza dreapta AC si AB in E, respectiv F. Sa se arate ca AAFE este isoscel.
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MODELE DE TESTE SEMESTRIALE PENTRU CLASA A VII-A

MODEL DE TEZA — SEMESTRUL |

Oficiu

10 puncte

Partea |: Scrieti pe foaia de tezd numai rezultatele

45 puncte

5 puncte | 1. Radacina patratd a numarului 49 este.............
5puncte | 2. Dacd a= —%, numirul [2a -3 +|2a +1este egal cu..............
5puncte | 3. Daca laturile unui romb si una dintre diagonale au lungimea de 8 cm, atunci
rombul areariade..........................
. .. 1 1 1
5puncte | 4. Solutia ecuatiei X-[1——|-|1-=|-...-|1-—[=1235este .........
2 3 100
Spuncte |5 Fie S= L + ! + +..4+4 —————— . Valoarea 3,001:S este egala cu.....
1.4 4.7 7-10 2998-3001
5puncte | 6. Un paralelogram ABCD are m(AJ =60°. Atunci m(BJ este ......ooeeinnn.n
5puncte | 7. Expresia 4 se mai poate scrie
: 2 J3 ¢ mal poateserie. ..o
Spuncte | 8. Partea intreagd a numarului -2,46 este................
S puncte | 9. Lungimea segmentului necunoscut din figura 1 este.................
X
7‘! 25 ng
/X
Figura 1.
Partea a l1-a: Scrieti pe foaia de teza rezolvirile complete 45 puncte
4
15 puncte 1. Numerele rationale pozitive a, b, ¢ verifica egalitatile: %=g, %=; Aflati
. a
valoarea raportului —.
c
15 puncte | 2. Determinati a,b,c € N, n e N*pentru care are loc egalitatea:
BR-F% ab—,;+... e _on -1 g
25 2 2"
15 puncte | 3. ip paralelogramul ABCD, m(AJ =30°, AB =12cm, AD = 6+/3cm,BD L BC
a) Calculati aria paralelogramului ABCD;
b) Daca M este simetricul punctului D fata de punctul A si AB "MC = {O}, sa se
arate ca [MO]=[CO].
Total: Timp de lucru: 50 minute.
100 puncte
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MODEL DE TEZA - SEMESTRUL 11

Oficiu

10 puncte

Partea |: Scrieti pe foaia de teza numai rezultatele

45 puncte

Spuncte | 1 paca x+y=10si xy =7, atunci este x2 + yZeste egal cu.............
Spuncte | 2. Solutia negativa a ecuatiei (X + 2)2 =25 este.......
5 puncte | 3. Diametrul in centimetri al unui cerc este cu 8 mai mare decat raza. Atunci, aria
cercului este egala cu.... T cm?.
Spuncte | 4. Completati spatiul punctat cu un termen 25x% — ..+ 9y2, pentru a se obtine
patratul unei diferente.
5 puncte | 5. Valoarea cotangentei unui unghi de 45° este...
5puncte | 6, Solutia ecuatiei X-+/3 =3 este..............
5 puncte | 7. Daca intr-un sistem de axe ortogonale avem un punct P(3;0), atunci distanta de
la punctul P la originea sistemului de axe este egala cu...............
5 puncte | 8. Un hexagon este inscris intr-un cerc de raza 43 cm. Lungimea apotemei este...
. e DC 1
Spuncte | 9. Fie AABCdreptunghic (figura 1) cu AD 1 BC. Daca BC =7 AC =6¢cm,
atunci lungimea BC este............
A
h
B u C
D
Figura 1.
Partea a l1-a: Scrieti pe foaia de tezi rezolvarile complete 45 puncte
. X+
15 puncte | 1. Fie x,y > 0. Ardtati ca —2— <X+,
X+Yy 4
-4
15 puncte | 2. Determinati valorile intregi ale lui x pentru care are loc relatia: >0.
15 puncte | 3. Determinati sin15°.
Total: Timp de lucru: 50 minute.
100 puncte
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MODEL DE TEST DE EVALUARE FINALA PENTRU CLASA A VII-A

Oficiu 10 puncte
Partea |: Scrieti litera corespunzitoare singurului raspuns corect. 45 puncte
Spuncte | 1 care este multimea solutiilor ecuatiei X2 =167?
A. {+2} B. {+3} C. {+4} D. {5}
Spuncte | 2. Care dintre expresiile de mai jos este egala cu 9— x2?
A. (3-x)-(3+x) B.(3-x):(9+x) C. (3-x)? D. (3+x)?
5 puncte | 3. Un dreptunghi are o laturd de 4 cm, iar diagonala de 5 cm. Care este lungimea
celeilalte laturi?
A.2cm B.3cm C. 5cm D.7cm
5 puncte | 4. Care este solutia ecuatiei J2.x-/8=07?
Al B. V2 C. 242 D.2
5 puncte | 5. Daca ABC este un triunghi dreptunghic in A si sinC = % , atunci cosB este:
Al B. 3 C. 4 D. 1
4 3 4
5 puncte | 6. Dupa ce a cheltuit 64% din suma ce o avea, Alex a ramas cu 144 lei. Suma pe care
a avut-o initial Alex a fost:
A. 40 B. 400 C. 425 D. 450
5 puncte | 7. Daci AM este mediana din A a triunghiului ABC cu arie de 42 cm?, atunci aria
AAMB este egala cu:
A. 21cm’ B. 82cm? C. 21dm? D. 14cm?
5 puncte | 8. Pe laturile (AB) si (AC) ale unui triunghi ABC se considera punctele D, respectiv
E, astfel incat DE|BC, AB=30 c¢m, AD=6cm, AE=5 cm, DE=4cm. Perimetrul
AABC este:
A. 80cm B. 72cm C. 75cm D. 70cm
5 puncte | 9. Cardinalul multimii M Q, cu M = |-3,v8;+/16;0, (3)] este:
Al B.3 C. 4 D.2
Partea a |1-a: La urmatoarele probleme se cer rezolviri complete. 45 puncte
6 puncte | | a)Daca a—b=4si a? —p? = 40, calculati a+b.
9 puncte b) Determinati numerele a si b, apoi calculati media lor aritmetica si geometrica.
10puncte | 2. Efectuati:
E_(1+2j'[4 ~ 3]
2+43 V3-1)(3/2+4 3-242)
3. In triunghiul ABC, cu m(BACJ =90°, AD este iniltime si AM mediani, unde
M e (BC)si D (BM). Stiind ca AM=6cm, m(DAMJ =30, determinati:
7 puncte | @) masurile unghiurilor ascutite ale AABC;
7 puncte | b) perimetrul AABC;
6 puncte | c) aria AABC, rotunjitd la cel mai apropiat numdr intreg.
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