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» Universul e un cerc cu centrul pretutindeni si circumferinta nicdieri.”
Blaise Pascal
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IIT. PROBLEME DE SINTEZA PENIRU CLASAA VIII-A
I11.1. PROBLEME DATE LA EVALUARI, CONCURSURI, OLIMPIADE

1. Pentru fiecare numar natural nenul n considerim multimea A(n)={a € N|a+n divide an}.
a) Aritati ca A(2)={0;2}.
b) Aratati cd, pentru orice numar natural nenul n, multimea A(n) este finita.
¢) Determinati cel mai mic numar natural n = 0 pentru care multimea A(n)are exact 5 elemente.

Evaluare in educatie la matematica
Etapa | —20.10.2012
Rezolvare:
a) Daca a =0, atunci a+2 divide 2a.
Daca a >0, a+2 este un divizor mai mare decat a al lui 2a, deci a+2=2a<a=2

b) Daci a+ndivide an =n-(n+a)—n?, atunci a+ndivide n?, iar A(n)c {0;1;2;....; n?— n}.
c) Deoarece divizorii lui n? diferiti de n se pot imparti in perechi (d,n2 /d) cu d<n<n? /d,
numirul elementelor lui A(n)este (1+5s)/2, unde s este numarul divizorilor lui n?.

A(n) are 5 elemente, dacd si numai dacd n = p4 sau n =pg, unde p =g sunt prime. Cel mai mic n
este 6.

2. Trapezul ABCD are bazele [AB] si [CD], iar M este mijlocul diagonalei [AC].
a) Aratati ca, daca AM = MB, atunci trapezule este dreptunghic.
b) Calculati DM in cazul BC=CD = DA =4si AB =8.
C) Aratati ca, daca ariile triunghiurilor ABM si ACD sunt egale, atunci DM || BC.
Evaluare in educatie la matematica

Etapa | — 20.10.2012
Rezolvare: Construim desenul din figura I11.1.

E

B
Figura I11.1. Desenul problemei 2 (111.1)

a) In AABC, mediana BM este jumitate din AC. AABC este dreptunghic.

T.FA
b) AB||CD = AABC ~ACDM =<2 _CM _DM _4 1
AB AC BC 8 2

pin M _1_ DM _1_pm-2
BC 2 4 2
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€) Aasac =2-Appu
AB=2-CD
Daca BCNAD = {E}, atunci DM este linie mijlocie in AACE

3. Consideram numarul X = \/5 -1.
a) Aratati ca numarul X2 +2X este intreg.

b) Determinati numarul intreg a pentru care numarul x* +ax este intreg.

C) Aritati ca primele trei zecimale de dupa virgula ale numarului x19 sunt zerouri.

Evaluare in educatie la matematica
Etapaa ll-a—22.03.2013
Rezolvare:
a) x> =2-22+1=3-22
X2 +2x=3-242+22-2=1eZ
b) x* = (2f =3-2v2f =9-12y2 +8=17-12/2
xt +ax =17-12J2 +av2 —a=17-a+(a-12)-+2
Pentru (a—12)-+/2 =0, adici pentru a—12=0<a=12=x*+ax e Z
) 0<x <05« 0<x0 <05
0,52 <0,001=> cerinta

4. Paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH are baza ABCD patrat cu laturile de lungime 6 cm

si muchiile laterale AE, BF, CG, DH cu lungimea de 3v2 cm.
a) Aratati ca piramida patrulatera cu baza ABCD si varful in centrul fetei EFGH este regulata.
b) Calculati distanta de la punctul E la dreapta BD.
C) Aratati ci planele (AFH) si (BDG) sunt paralele si calculati distanta dintre ele.
Evaluare in educatie la matematica

Etapaa ll-a—22.03.2013
Rezolvare: Construim desenul din figura I11.2.

H G

Al B
Figura I11.2. Desenul problemei 4 (111.1)
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a) Baza este patrat. Muchiile laterale sunt congruente (sau piciorul perpendicularei este centrul
bazei).

b) Distanta este EI, unde I este mijlocul segmentului [BD] = El inaltime si mediana: EB = ED,
deoarece sunt diagonale in dreptunghiuri congruente.

AABE - dreptunghic :>BE VAE \/ 3\/_ +62 =64 =36

BD =6+/2 (diagonald in patrat) = ID = B—2D =342
TP.
AEID - dreptunghic = El =VED? —ID? = \/(3\/6)2 —(3\/5)2 =49-(6-2)=+9-4 =6cm
El =6cm
c) AF||DG,AH || BG < (AFH)|| (BDG)
Distantad delalla (AFH) este jumatate din EI; d =3cm

5. Pentru numerele reale distincte x,y,z consideram numarul A = + +

a) Calculati A in cazul x=\/§,y=—\/§,z=0

b) Aratati ca, daca X = V2, y= 2 sl z este numar rational, atunci A este numar rational.
C) Arétati ca, daca, X, y, z sunt numere rationale, atunci A este patratul unui numar rational.

Evaluare in educatie la matematica
Etapaa lll-a— 18.05.2013

Rezolvare:
a)A_1+1+1:1+1+1
x-y? -2F @-xP @af (v2f [vaf
A:1+£+1:1+2.l:g
8 2 2 8 2 8
1 1 1 1 1 1
b) A==+ + ==+ +
8 z2-v2f (z-v2f 8 (z+v2f (-+2f
A=1+(z—\/§)2+(z+\/§)2=1+22—2\/§z+2+22+2\/§z+2
8 (z+\/_)2-(z—\/§)2 8 (22—2)2
AL, 27° +4
bof
X—y=a
¢) Notam y—z=b,a,b,CGQ*:>a+b+c=O
Z-X=¢C
AL, 11 b2c2+a2c2+a2b2:(ab+ac+bc)2—2abc-(a+b+c)=(ab+ac+bc)2
a2 p2 (2 ah?c? (abc)? (abc)?

(ab+ac+ j
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6. O constructie are forma de prisma dreapta, cu bazele ABC si DEF triunghiuri echilaterale
avand laturile de lungime 2m si muchiile laterale [AD], [BE], [CF] de lungime 4m.
a) Calculati volumul constructiei.
b) Calculati distanta de la punctul D la dreapta BC.
¢) Un paianjen se afla in punctul D si doreste sa se deplaseze intr-un punct oarecare de pe suprafata
laterala a constructiei. Aratati ca paianjenul poate face acest lucru parcurgand o distanta de cel mult
5m.
Evaluare in educatie la matematica
Etapa a Ill-a —18.05.2013
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.3.

D'

D F'
F g T £
4

______ B C 1
B A C'

Al

Figura 111.3. Desenul problemei 6 (111.1)
2
a) Ap= | 4\/5 =~/3m?  iar volumul este V=Ap-h =43m?

b) Distanta este DM, unde M este mijlocul lui [BC].

DA | (ABC)= DA | AM = m[DAMJ:%"

|\/§:ﬁ:\/§
3

AM inaltime in AABC dreptunghic = AM = >

ADAM - dreptunghi c

(R | o

A

c) Daca merge intr-un punct al fetei ABED sau ACFD, atunci distanta este cel mult
DB =DC=+20<25=5

Daca merge intr-un punct al fetei BCFE, atunci pe desfasurarea suprafetei laterale a prismei are de
parcurs (in functie de locul de pe fata BCFE in care vrea sa ajunga) cel mult distanta

JAD? + (AB + BM)? =5 sau /AD2 + (AC + CM)? =5
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7. Se considera multimea A = {a +b2 la,be Z}.
Ariitati ¢ \/3+242 € A si /3000420132 ¢ A.

Evaluare in educatie la matematica

Etapa competitionala — 09.06.2013
Rezolvare:

V3+242 =1+ V2 =142 =a+bv2,cu a=1cZ,b=1cZ, deci Y3+ 242 A

Presupunem cé 3000+2013V2 =a+b+/2, atunci 3000+2013y2 = (a + bv2 ) =
3000+ 20132 =a? + 2ab+/2 + 2b% = 3000+ 2013V2 =a? +2b? + 2ab+/2
Daci a,b e Z, atunci 2013—2ab =0, deci (2013—2ab)V'2 =a? + 2b% —3000=

J3e a? +2b% -3000
2013-2ab

eQ -fals

8. O piramida are baza patratul ABCD cu AB = 2 si muchiile laterale
SA =SB =SC =SD = /3. Determinati misura unghiului dintre planele (SBC)si (SAD).

Evaluare in educatie la matematica

Etapa competitionala — 09.06.2013
Rezolvare: Construim desenul din figura I11.4.

/ N
& B

Figura 111.4. Desenul problemei 8 (111.1)

AN

Unghiul cerut este MSN, unde M si N sunt mijloacele muchiilor [BC], [AD].
[SM] =[SN] inaltimi in triunghiurile congruente SBC, respectiv SAD.

Cum MC = % BC =1, iar SC =+/3, aplicam teorema lui Pitagora in ASMC dreptunghic in M:

SM=+3-1=+2
1

T.P.
fn ASOM dreptunghic in O , cu OM =~ AB=1,iar SM =2 = s0=42-1=1

/AN N

SO-MN _SN-MM-sinMSN _ 1-2 _2:sinMSN _ . & =1:m[MSNj=900

Acnn = 12
SMN 2 2 2 2
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2a—-4
a+5

9. Sa se afle a € Zpentru care e”l.

Fundatia de evaluare in educatie
Problema lunii octombrie 2012
Rezolvare:

\/2a—4 _\/2.(a+5)—14_\/2.(a+5)_ 1 _\/2_ a
a+5 a+5 | a+5 a+5 a+5
=a+5eDyy ={-14-7,-2-11;2;7;14}

Situatii posibile:

e a+5=-14= 2—— J2+1=43¢Z
a+5
14

e a+5=-T= 2 —J4=2eZ=a=-12¢Z
a+5
14

e a+b5=2= [2-—" —-/9=3cZ=a=-7€cZ
a+5b
14

e a+5=-1= [2-—" —16=4cZ=a=-6¢cZ
a+5

e a+5=1= 2—— J-12¢7
a+5

e a+5=2> 2—— N=-5¢Z
a+b
14

e a+5=7= [2-—" -J0=0eZ=a=2¢eZ
a+5
14

e a+5=14= [2-" —\1=1eZ=a=9
a+5

Solutie: a € {~12,~7;-6;2; 9}

10. Rezultatul calculului 1+1 . 1+1 e 14 1 gste:
2 3 2012
2013

A. - B. 2013 C. 1006 D. 2012 E. 2013°
Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa locala, 15.11.2012
Rezolvare:

1 1 1 2 1)(3 1 2012 1 3 4 2013 _ 2013
1+= || 1+=|-...- |1+ —+ = ot | —F—— ===t (A)
2 3 2012 2 2)\3 3 2012 2012) 2 3 2012 2
. . 5 . :
11. Rezolvand ecuatia y = 2X ~3 pe ZXxZ se obtine solutia:

5
A [a,Za—E) B.o C.ZxZ D. (0,5) E. (0,-5)

Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa locala, 15.11.2012
Rezolvare: Se observa ca pentru X, Y € Z ecuatia nu are solutie, deoarece, de exemplu, pentru
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x:O:y:—gg Z=(B)

12. AB||CD , AB=3,A0=x-1,0D=5,CD=x+1. CD="? (figura Il1.5)
A 4 B.5 C.6 D.7 E.8

Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa locala, 15.11.2012

Rezolvare:
3
A B
x-1
O
5
S D
X+1
Figura I11.5. Desenul problemei 12 (111.1)
AB || CD ipoteza " " _
= ABO = DCO - alterne interne (1)
BC —secanta
AB || CD ipotezi " " _
. = BAO =CDO - alterne interne (2)
AD —secanta

AB AO BO 3 x-1
CD DO OC x+1 5
15=(x+1)-(x-1)=15=x2 -1=x? =16 = X e {+4} = x=4=CD =x+1=5 (B)

Din relatiile (1) si (2) = AAOB ~ADOC =

13. x% =4 si y2 =16. Cea mai mica valoare a diferentei x-y este:

A. 6 B.2 C.-6 D. -8 E. -20
Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa locala, 15.11.2012

Rezolvare:
X1 =-2 =—4
x2:4:>{ 1 ,iary2:16:>{y1
Xo =42 yo =+4
Cea mai micd valoare a diferentei x-y este X; — (y2 ) =-2-4=-6 =(C)

14. Fie A(52012) si B(52014) doua puncte pe axa numerelor. Notdm cu M mijlocul segmentului
[AB]. Atunci coordonata punctului M este:

A 52012 13 B, 52013 C. 52012 .17 D. 520132 E. alt raspuns
Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa locala, 15.11.2012
Rezolvare:
52012 | 52014 52012 ,(1+52)_ 52012 o¢

2 2 2

M =

=52012 13 ()
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15. Suma numerelor rationale m si n ce verifica inegalitatea ‘m\/g — 672 +44/3 + n\/E\ <0 este:
A 2 B.3 C.5 D.0 E.6

Concursul National de Matematica Lumina Math

Editia a XVI-a, Etapa locala, 15.11.2012
Rezolvare:

‘(m\/§ + 4\/§)+ (n\/z - 6\/51 <0

MV3+443=0 13 [(m+4=0 [m=-4
Dar, ‘(m 3+4\/§)+(n\/§—6\/5120:>{n\/§_6\/§:0 IZ\/E :{n—6:0 :{n=6

=

m+n=2(A)

16. :ﬁ — 7 (figura I11.6)

AKB
Al B. c. L p. 1 e L
4 9 27 8 16
Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa locala, 15.11.2012
Rezolvare:
ZE 2 F2
D C
K
A B

Figura 111.6. Desenul problemei 16 (111.1)

EF || AB (DC | AB, ABCD — patrat) = AEFK ~ ABAK = o = EK _ FK
poe (EF-(1-1 @
Apke \AB 3 9

AB BK AK
17. Aria AABC =183

AB =33.2"1 Bc=2"+2 _on+l  on ac =N+l _on  on-1 o N,
Valoarea lui n este:
A. 4 B. 3 C.2 D.1 E.O

Concursul National de Matematica Lumina Math

Editia a XVI-a, Etapa locala, 15.11.2012
Rezolvare:

AB =3/3.2""1
BC=2""2 2"t 420 Zo" (o2 241)=3.2" =320 2
AC =2+ _2n +2”—1=2“—1-(22—2+1)=3-2”—1

Notim AC=3-2""1=x = AB = /3x si BC =2x. Rezulta ca:

AB? =3x?, AC? =x?, BC? =4x? = BC? = AB? + AC? = 4x? = AABC —dreptunghic
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AB-AC 3x - X

A -
5 |AaABC > —

V3% x

A -
ARBC =18/3=>x% =36=xe{+6}=x=6

si, revenind la notatie, rezulta: 3- Moo loolopn_1=1=n=2 (C)

J3

23 +3
A 2 B.1 C.3 D.-1 E.-2

Concursul National de Matematica Lumina Math

Editia a XVI-a, Etapa locala, 15.11.2012

18. Suma modulelor numerelor intregi x si y care verifica relatia =X+ y\/§ este:

Rezolvare:

V3 _ _ . _
2\/§+3_x+y\/§:>\/§—(x+y\/§) (2\/§+3):>\/§—2x\/§+3x+6y+3y\/§:>

\/5:(2x+3y)\/§+3x+6y:{

2x+3y =1 {2x+3y:1 {—4y+3y:1 {yz—l
= = =
3X+6y=0 X+2y=0=x=-2y X =-2y X=2
X[+ =[2]+[-1=2+1=3 (C)

19. DE, FG, BC sunt drepte paralele. DE =3; FG =6;AD = 4;BF =2. BC=? (figura I11.7)

7 15 17
A 1 B. > C.8 D.9 E. 5
Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa locala, 15.11.2012
Rezolvare:

A

4

D 3 E
F / 6 \ G
/

B \c.‘

Figura I11.7. Desenul problemei 19 (111.1)

T.FA.
DE|[FG — AADE-~AAFG =D _DE_AE _3 1
AF FG AG 6 2
AD L 4l AF-8— DF-AF-AD-8-4-4= AB=10
AF 2 AF 2
T.F.A.
BC|DE — AADE~AABC =D _DE_AE_4 2
AB BC AC 10 5
DE_2_3 2 _gc-B8 (B)

BC 5 BC 5
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20. Calculand inversul numérului A = (v2012 - v/2013)- (V2013 + /2012 obtinem:

A 1 B 1 c 1 D __ 1 E. 4025—-22012- 2013
4025 4025
Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa nationala, 15.12.2012
Rezolvare:
A = (/2012 - \2013)- (V2013 + +/2012) = (2012 - +/2013). (+/2012 + v2013) = 2012— 2013 =1
1 1

AT W

21. ABCD este un patrat. EF = BG = 4 cm. CE 1 DF;DF L AG;AG L GB (figura 111.8). Aria
patratului ABCD este:
A. 80cm? B. 76cm’ C. 72cm? D. 70cm? E. 48cm’
Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa nationala, 15.12.2012

Rezolvare:
D C
E G
4
4
F

A B

Figura 111.8. Desenul problemei 21 (111.1)
CF L DF

= CE || AF

AF | DF
CE || AF
AB || CD

N N

pe baza faptului ca unghiurile dintre doua drepte paralele sunt congruente = DCE = FAB

AF c AG = DCE = GAB

" "
DCE = GAB|_, AABG = ACDE => GB = DE = 4cm
AB =CD

DF=DE+4=4+4=8cm
ADFA —dreptunghic

TP
m[;]—QO" — AD? = AF? + DF? = AD =+4% + 62 = 4+/5cm

AABCD :AD2 :(4\/§>2 :80C|’n2 (A)
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22. Determinati X € R astfel incat \/62 +82 —\/(6+8)2 +|X —ZOlq = —\/52 .

A. 2010512014 B.2012i-2010 C.2010si-2012 D.20145i2012 E. 2012 si -2014
Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa nationala, 15.12.2012
Rezolvare:

V62 182 —\/(6+8)2 +|x—201a=—ﬁ2 = V100 - (6+8)+|x — 2012 = -2 =
10-14+[x—2012 = 2 =[x -2014 = -2+ 4 =[x — 2012 =2 = x - 2012=+2 =
X €{2010,2014} (A)

23. Valoarea numarului natural ¢ din relatia 5va +7+b =cv/2 , unde a si b sunt numere
naturale prime este:
A7 B.11 C.10 D. 12 E.O
Concursul National de Matematica Lumina Math
Editia a XVI-a, Etapa nationala, 15.12.2012

Rezolvare:

5Ja +74/b =cv/2 |:\/§:>c=5\/g+7\/g
2|a,2|

ceN= _ t=a=b=2=c=5+7=12 (D)
a,b—prime

24. Fie a > 0. Determinati numerele reale Xq,X5,..., X910 stiind ca

Za-(\/Xf —a2 +\/X§ —a2 +...+\[X§010 —azj: Xf +X§ +...+X%010
Concursul Interjudetean de Matematica "Teodor Topan", 2012

Rezolvare: x12 +x% +...+x§010 —Zaw/xlz —a? —2aw/x§ —a? —2a\/x§010 ~a% =0

2
Se observa ca X12 —Za\/xf ~a? =(\/X12 —a? —a)

---------------------------------------------

2 2 2 2 2 2
X9010 —23\/X2010 —a =(\/X2010 —a —a)

2 2 2
Rezultd ca: (\/Xf ~a? —aj +( X% ~a? —aj +...+(\/X%010 —a? —aj =0

Egalitatea are loc daca fiecare paranteza este egala cu 0:

2 2 2 2 2
xf-a“-a=0 xi—a“=a () x{ —a? =a? x? = 2a’
2 .2 2 .2 2 2 .2 _ .02 2 _ 5.2
—a” —a= -a® = X5 —-a“=a X5 =2a
x5—-a° -a=0 x5-a=a () 5 5
- 2 X -a“ =a X =2a
X010 —a" —a=0 X010 —a° =a () 2010 2010

= X =#av2 , k=1 2,..,2010
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25. a) Determinati valoarea numarului real “x” pentru care raportul

E(x)= 5 ! are cea mai mare valoare si gasifi care este aceasta.
—4024x +2013-2012
b) Demonstrati ca, daca X-y-z =1, atunci 1 + 1 + 1 =1.

1+x+xy 1+y+yz 1+z+2zx
Olimpiada Nationala de Matematica, Etapa locala,
Bihor, 09.02.2013
Rezolvare:

a) E(x)= L = L = L >0

2 _4024x+2013-2012 x? —4024x + 20122 +2012 (x —2012)? +2012
E(x) are cea mai mare valoare pentru cea mai mica valoare a numitorului, adica in cazul de faa,

pentru (x —2012)? =0 => x —2012=0=> X = 2012 = E(X)paxim =%12.
b) Folosimca X-y-z=1
1 B Xyz B Xyz o yz
1+ X+Xy Xyz+X+xy X-(yz+1+y) 1+y+yz
1 Xyz _ Xyz _ Xy Xy _ Xy _ Yy

1+2+2x  xyz+2+2x  z-(xy+1+X) 1+X+Xy XyZ+X+xy X-(l+y+yz) 1+y+yz
Inlocuim cele doui relatii obtinute in relatia initiala si obtinem:

1 N 1 N 1 __y N 1 N y =1+y+yz
1+x+xy 1+y+yz 1+4z+2zx 1+y+yz 1+y+yz 1l+y+yz 1l+y+yz

=1

26. @) Demonstrati ca suma dintre un numar real pozitiv si inversul lui este mai mare sau egala
cu 2. Cand avem egalitate?
b) Se considera doud segmente distincte AB si CD 1in spatiu, astfel incat sa fie adevarata relatia:
CA CB DA DB

CB CA DB DA

=4 . Demonstrati ca AB 1 CD.

Olimpiada Nationala de Matematica, Etapa locala,
Bihor, 09.02.2013
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.9.

2
a) FieaeR . Avem: a+£22:>a+1—220:>£\/_—%J > 0, relatie adevarata.

a a a N
Egalitate avem pentru: Ja-— —O:>\/_ = a=1
Ja f

am: CA_ o DA _ 1), (1)
b)Notam.a—a, DB—b,a,beR+:>(a+a)+(b+bj—4 C D
Conform punctului a) obtinem:

1) 1)
@__j {w__] “o.
( Ja Jb B
Egalitatea are loc pentru: Figura 111.9. Desenul problemei 26 (111.1)
f—%:O f:% .

1a = 1a:>{b_ — CA =CB = DA = DB = ACBD —romb = AB L CD
Bb-t-o |Wp-L b=

Jb Jb
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AN

27. Pe planul triunghiului dreptunghic ABC cu m(Aj =90° se ridica perpendicular pe planul

triunghiului, pe care se ia AM =10cm. Stiind ca AB =40cm, AC =30cm, sa se calculeze:

a) aria AMBC,

b) distanta de la punctul A la planul MBC.
Olimpiada Nationala de Matematica, Etapa locala,
Bihor, 09.02.2013

Rezolvare:
a) Construim desenul din figura 111.10.

v C

D
Figura 111.10. Desenul problemei 27 (111.1)

AABC —dreptunghic
A TP 2 2 2 2
m[ j_goo = BC =VAB2 + AC2 =40 +302 = /2500 =50cm

A

Ducem AD 1 BC = d(A,MBC)= MD

AB-AC 30-40
BC

Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic MAD:

MD = VAM2 + AD2 =102 + 242 = 26cm

Ampe = 28 'ZMD = 50;6 = 2526 = 650cm?

=24cm

Aplicam teorema indltimii in AABC : AD =

b) Aflim d(A,MBC)=dcu formula volumului tetraedrului AMBC aplicat de doua ori cu fete si
inaltimi diferite:
Anmec "MA _ Aawviec d _

Vamvee = 3 3
30-40
d:AAABC -MA: 2 =20~30=9’23cmg
AAMEC 650 65
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28. Determinati tripletele de numere intregi (x, Y, z) cu proprietatea ca

X2 +y2 +2% =16-(x+y+2).
Olimpiada Nationala de Matematica,
Etapa judeteana si a Municipiului Bucuresti, 09.03.2013
Rezolvare:

x2 +y? +72 =16-(x +y+2) < (x—8)? + (y —8)% +(z—8)% =192 (*)

Daca impartim un patrat perfect la 4 obtinem fie restul 0, fie restul 1.

Numarul 192 este divizibil cu 4, deci numerele x-8, y-8, z-8 sunt pare; deci, rezultd ca exista
aq,bq,¢q € Z, astfel incat:

X—-8=2a;

y—8=2b; = inlocuind in ecuatia (*) ci 4ai +4b? +4c? =192=af + b +cf =48 (*¥)
z-8=2¢cq

Repetand acest rationament de doua ori, obtinem:

ap,by,coe”
a; =2a,

by =2b,

C1 =2Cy

= inlocuind 1n ecuatia (**) ca 4a% +4b% +4C§ =48= a% + b% +C§ =12 (**%*)

az,bz,c3eZ
ap =2a3
by, =2bj
Cyp =2C3

= inlocuind in ecuatia (***) ca 4a§ + 4b§ + 4C% =12= a% + b% + C% =3 (*¥**¥)

Egalitatea (****) este adevaratd, dacd fiecare din numerele ag,bgs,C3, ia, la intdmplare una din
valorile {~1,1}, astfel:

Il
o o © o o

a3=—1 8.22—2 a1:—4 X—8=23.1=—8

pentru b3 =-1=<by=-2=b;=-4=:y-8=2b; =-8=
03=—1 C2:—2 C1:—4 Z—8:2C1:—8

N < X
Il

a3=—1 3.2:—2 31:—4 X—8:23.1:—8

e pentru <by3=-1=iby=-2=b="4=y-8=2b;=-8=
03=1 C2:2 C1:4 Z—8:2C1:8

Il
[N
(o)}

I
o

3.3:—1 as =-2 a1=—4 X—8=2a1=—8
e pentru <bz3=1 =iby=2 =b;=4 =y-8=2b1=8 =
c3=-1 Cor =—2 c1=-4 z-8=2c1=-8

I Il
h o
(o)}

3.3:1 3.2=2 a1=4 X—8=2a1=8

Il
o O o

e pentru bz3=-1=by=2=b=-4=y-8=2b1="8=
C3=—1 C2=—2 Cl=—4 Z—8=201=—8

N~<><NT><N~<><
(BN
»

3.32—1 do =-2 a1:—4 X—8=2&1=—8 X
e pentru (b3 =1 =1by =2 =bj=4 =y-8=2b; =8 =y=16 ,
c3=1 Cr =2 c1=4 z-8=2¢1 =8 z
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az=1 ap =2 a; =4 X—8=2a; =8 X =16
o pentru <bz3=-1=iby=-2=b;=-4=y-8=2bj =8=7y=0 ,
c3=1 Cr=2 c1=4 z-8=2¢1 =8 z=16
ag=1 ap =2 ap =4 X—-8=2a; =8 x =16
e pentru <bz3=1 =<:by=2 =<by=4 =y-8=2b1=8 ={y=16 ,
cg=-1 |cp=-2 cp=-4 z-8=2c; =-8 z=0
az=1 [|ap=2 a; =4 X-8=2a; =8 X =16

e pentru <by3=1=<by=2=:b1=4=y-8=2b; =8=:y=16 .
c3=1 Cr=2 cp=4 z-8=2c1 =8 z=16

Deci, solutiile ecuatiei date sunt:
(x,y,2)<{(0,0,0); (0,0,16); (0,16,0); (16,0,0); (0,16,16); (16,0,16); (16,16,0); (16,16,16)}

o - 2X +1 .
29. Determinati toate numerele reale x pentru care numarul a = — este intreg.

X° +2X+3
Olimpiada Nationala de Matematica,
Etapa judeteana si a Municipiului Bucuresti, 09.03.2013

Rezolvare:
Aratam ca VXe(—oo;—l)u(l;oo), a=22X—+1§£Z.
X© +2x+3
5 . A 2x+1 2 2 .
Presupunem ca 3x € R ,astfel incat 5 eZ;cumx +2X+3:(X+1) +2 >0, rezulta ca:
X°+2X+3
2x +1
—=<-1 2 5 . "
x2 1 9% +3 N 2x +1< —{x“ +2x+3)= (x—2)° <0 imposibil
2x+1 2x+1>x2 +2x+3= x2+2<0 imposibil
X2 +2x+3
deci presupunerea facuta este falsa, ceea ce presupune ca
22)(—+1=—1:>(x+2)2=0:>x=—2
o% +1 X® +2X+3
a- 21 [ 241 ) 1
X5 +2X+3 = 2—:O:>2x+1:0:>x:—— = Xeq—-2,——
acZ xeR X% +2X+3 2 2
21— %2 +2=0= imposibil
X“ +2X+3

30. Consideram numarul natural nenul fixat n. Determinati numerele naturale nenule

X1 < X2 <...<Xp < Xp,1 cu proprietatea cd Xp - Xpy1 < 2-(X1 +Xo +...+Xn).
Olimpiada Nationala de Matematica,
Etapa judeteana si a Municipiului Bucuresti, 09.03.2013

Rezolvare:

Observam ca

Xn Xn1 S2-(Xg + X + o4 X )< 2-(14 24+ X ) = Xpy - (X, +1) (1)

Rezulta ca: X1 <X, +1

Cum Xp si X471 Sunt numere naturale cu X < Xp 41, deducem ca X1 =Xp +1.

Astfel toate inegalitatile (1) se vor transforma in egalitati.

Din X1 +Xp 4.+ Xp =14 24+...+ X, §i Xp 2N =X, =Nnsi,apoi Xg =K, Vk e {1,2,...,n}
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111.2. PROBLEME DIN GAZETA MATEMATICA

1. Se considera numerele B = b000...0b. Demonstrati ca VB este numr irational.
2n+lori

Gazeta Matematica (GM) Nr. 6-7-8 / 2012

Rezolvare:
Demonstram ca B nu este patrat perfect.

B=b-102"2 +b=b- (10272 + 1), b este cifia

0.6.[102M2 +1)=1=102"2 +1 nu este divizibil cu 2, 4, 6,8, 5.

02n+2 02n+2

Suma cifrelor numarului 1 +leste2 =1 +1 nu este divizibil cu 3 si cu 9.

Ardtam ca 1072 11 nu este divizibil nici cu 7.

Daca 10%"*2+1 ar fi divizibil cu 7, atunci singura posibilitate ar fi 7-N, unde u.c(N)=3,
deoarece u.c(7-3)=1.

Dar N ar trebui sa fie patrat perfect si stim ca u.c. a unui patrat perfect ¢ {2,3, 7,8}.

Rezultd cd in descompunerea b-(;L02n+2 +1), factorul 10°"*? +1 nu este divizibil cu cifra b =nu

poate fi scris b -patrat perfect = Bnu este patrat perfect = VB nu este numr rational.

2. Rezolvati in multimea numerelor reale, ecuatia:

2
\/x2+x+1+\/2x3+x2+2x _ [P Hx+2

2

GM Nr. 6-7-8 /2012
Rezolvare:
Aplicdm formula radicalilor compusi:

a:x2+x+1

b=2x3+x2+2x
2
c2 :az—b:(x2+x+1) —(2x3+x2+2x):x4+x2+1+2x3+2x2+2x—2x3—x2—2x
2
c2 :x4+2x2 +1=(x2+1)

c=x%+1
Obtinem:

\/x2+x+1+x +1 \/x2+x+1 x2 1 \/Zx +X+2

/2x +x+2 \/7 /2x +x+2 \/7 0| _ij 0

3. Rezolvati ecuatia: (X2 —X— 2)3 + (X2 + X+ 2)7' = (ZXZ)3 .

GM Nr. 6-7-8 / 2012

Rezolvare:
Notam

x% =a si X+2=Db
(a-b)*+(a+b)® =(2a)’ =a®-3a%b+3ab% —b3 +a% +3a%b+3ab% +b> =8a® =
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6ab? =6a’ |16 —a?=a% =a’-a’=0 :a-( 2—bz):O
l.La=0 sau

a-(a-b)-(a+b)=0=|1ll.a-b=0=a=b sau
M.La+b=0=a=-b

La=0=x2=0=x=0

la=b=x%=x+2<x?-x-2=0=x? -2x+x-2=0=X-(x+1)-2-(x +1)=0 =
= (x+1)-(x-2)=0=>xy =-1; Xy =42
Mla=-b=x*=-x-2=x%+x+2=0=>x¢R

Solutia: S =1{0;—1;2}

4. Aratati ca, pentru orice X, y, z numere reale,

\/5x2 +y2 +2° +2X+2y+2Xxy —4xz+10 >3
GM Supliment - septembrie 2012

Rezolvare:
Punem in evidenta sub radical o suma de expresii pozitive:

\/5x2+y2 +22 +2X+2y+2xy —4xz2 +10 =

:\/(xz +y? +1+2xy+2x+2y)+(4x2 —4xz+22)+9 :\/(x+y+1)2 +(2x-2)2+9>3

deoarece (x +y+1)> >0 si (2x—2z)? >0.

5. Fie n un numar natural si A =+n 243n+2. Aflati partea intreaga a lui A.
GM Supliment - septembrie 2012
Rezolvare:
Notam partea intreagd a numarului A cu [A].

Stimca a<[A]<a+l, acZ

Vn2+3n+2>0=>A>0=[A]eN

A% =n?+3n+2=n?+2n+n+2= n-(n+2)+(n+2)=(n+1)-(n +2) produs de doud numere
naturale consecutive = A%nu este patrat perfect.

(n+12 <(n+1)-(n+2)<(n+2)?

n+1s,/in+1i~in+2iSn+2

N+1<A<n+2=[A]l=n+1

6. a) Aritati ca (a—1)-(a—2)-(a—3)= a®—6a% +11a—6, pentru orice a numdr real.

b) Aratati ca nu existd numere intregi n pentru care: n(n2 —6n +11): 2012

GM Supliment - septembrie 2012
Rezolvare:
a) Efectuam calculele:

(a—1)~(a—2)-(a—3):(a2 —2a—a+2)-(a—3)=(a2 —3a+2)~(a—3):
~a®-3a°-3a%°+9%+2a-6=a°—-6a’+11a—6
b) n(n2 —6n +11): n3-6n? +11n = 2012
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Din punctul a) stim ¢ n®—6n? +11n -6 =(n—1)-(n—2)-(n —3)
2012-6=(n-1)-(n-2)-(n-3)=2006=(n-1)-(n-2)-(n—-3) "F"
deoarece 2006=2-1003= nu exista n € Z

7. Fie cubul ABCDA’B’C’D’ si BCNCB'= {0}, AD'"DA'={0'}. Daci AONB'O'={P}si,
AB =6cm calculati distanta de la punctul P la planul (A' B'C').

GM Supliment - septembrie 2012
Rezolvare: Construim desenul din figura I11.11.

D o
Al B
E P G
o I
[
|
D L s - e 'S
e
~
e
A

Figura 111.11. Desenul problemei 7 (111.2)

Ducem prin punctul P EF || A'B'.

EeA'O, FeBO

Toate punctele de pe aceasta paraleld vor fi la aceeasi distanta fata de planul (A' B'C').
A'B'OQO' dreptunghi = P centrul dreptunghiului = A'E=EQO".

Construim ET si O’S perpendiculare pe A’D’ = ET || O'S=

ET este linie mijlocie in AA'O'S: O'S = % -AA'= % -6cm=3cm = ET = %-3 = gcm
=d(P,(A'B'C'))=15cm
. . y .. a b 1
8. Fie a >0 si b >0 doud numere reale. Demonstrati ca + <=

3a+b 3b+a 2
GM Supliment - septembrie 2012
Rezolvare:
Efectuam calculele si obtinem o inegalitate “A” echivalenta cu inegalitatea data.

3+a) @  3awb) b 1 a-(3b+a)+b-(3a+b)sl 3ab+a? +3ab + b2
3a+b 3Bb+a 2 (3a+b)-(3b+a) 2 9ab+3a+3b2+ab

2-(3ab+a2 +3ab+b2)£ 9ab +3a” +3b% +ab =

6ab+2a2 +6ab +2b? <9ab+3a% +3b2 +ab =

12ab +2a” +2b2 <10ab+3a% +30% =

0<a?+b?-2ab =(a—h)? >0 "A" = inegalitatea dat este adevarata

1
<—=
2
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9. Determinati aria triunghiului isoscel ABC, cu baza (BC) de 12 cm, stiind ca exista un punct

M 1in interiorul sdu, avand distantele de 4cm, 3cm si 2cm fata de laturile (AB), (BC), respectiv
(AC).

GM Supliment - septembrie 2012

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.12.
A

Figura 111.12. Desenul problemei 9 (111.2)

Notim AB =AC =X
4-X+2-X+3~12_6-X+36

Aangc =ApravB T AraMC HAABMC = > > > 2

=3-x+18 (1)

Fie AT inaltimea din A a triunghiului ABC.

T.Pitagora
AATB dreptunghicin T = AT = x2 - 36

2
A aBC :wze. x2-36 (2)

Din (1) §i (2) = 3-x+18=6-Vx?-36 |:3
x+6=2-Yx?-36 ()
2 2 2 a2
X +12x+36=4~(x —36):>x +12x +36 =4x“ 144
3x% -12x-180=0 |:3
x% —4x-60=0 = x? —10x+6x—60=0
= X-(x~10)+6-(x —10)=0 = (x —10)-(x +6)= 0=>x =10 sau x = -6
Doar x = 10cm convine, prin urmare AT = Vx? —36 =+/100—36 =8cm =
(2) devine: A sppc =6-Vx2 —36 =6-8 =48 cm?
sau (1) devine: Axpgc =3.x+18=3-10+18 = 48cm?
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3x+11 x+3

10. a) Aratati ca =2+

+4 X+4'
b) Rezolvati ecuatia: {3)( +11} + [3)( * 8} =29,
X+4 X+3

unde {a} inseamna partea fractionard a lui a, iar [a] reprezintd partea intreaga a lui a.
GM Supliment - septembrie 2012

Rezolvare:
3x+11 2-(x+4)+x+3 2-(x+4) x+3 X+3
a) = = + =2+
X+4 X+4 X+4 X+4 X+4

b) Folosim demonstratia de la punctul a)

3x+11 X+3| X+3
=q2+——= <1
X+4 X+4] x+4

3x+8 2-(x+3)+x+2 2-(x+3) x+2 X+2 [3x+8 X +2

= = + =2+ = =2, deoarece <1
X+3 X+3 X+3 X+3 X+3 X+3 X+3
Ecuatia devine:
Xt 009 X8 09 XF3 9 10, (x43)=9-(x+4)=10x+30=9x+36 = x = 6
X+4 X+4 x+4 10

11. Rezolvati ecuatia:

x3+1 x3+2 x3+3 x3 +1012
+ + ot

=1012
9 10 11 1020

GM Supliment - septembrie 2012

Rezolvare:

Scriem ecuatia astfel:

2 1 x3 2 x3 3 x3 1012

—+—F+—+—+—+—+..+——+——=1012

9 9 10 10 11 11 1020 1020

x3. 1+i+i +L + 1+£+i+...+% =1012
9 10 11 1020 9 10 11 1020

x3. 1+i+l+...+L =1012- 1+£+i+...+&12
9 10 11 1020 9 10 11 1020

x3 . 1+i+l+...+ 1 1—— 1—— +.+ 1—%
9 10 11 1020 1020
8

3 (1 1 1 1 8
T =+—=+—=+.+t— =—+— + ot —
9 10 11 1020) 9 10 11 1020
3 (1 1 1 1 1 1 1 1
X =+ —=+—+.+— =8| -+ =+ =+ .+ —
9 10 11 1020 9 10 11 1020

x3=8:>x:2

12. Rezolvati in mulfimea numerelor intregi ecuatia: 3x% - 2xy —y—-1=0.
GM Nr.9/2012

Rezolvare:
3x2—1:2xy+y
2
2 3x° -1
X =-1=y-(2X+1l)=>y= e”Z
y( ) y 2x+1
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2x+1]3x? —1} 2x +1] 2-[3x2 -1)
=

= 2x +1] 2-(3x2 —1)—3x-(2x +1)
2x +1]2x +1 2x+13x - (2x +1)

2X+1| 6x2 —2—6x% —3x

2X+1|-3x-2

2x+1|-3x-2] 2x+1|2-(-3x-2)
= = 2x+1]2-(-3x—2)+3-(2x +1)

2x +1]2x +1 } 2x+113-(2x +1) }

2X+1|—-6Xx—-4+6x+3

2x+1| -1

2x+1efl, -1}

2x € {0, -2}

Xe{O,—l}

x:O:y:T:—l

2
Xx=-ly=-"2=22
Y=

s={0;-1) (-1-2)}

13. Pentru a>0 si b >0 notim G(a, b) = \/%(media geometrica), H(a, b) = % (media
+

armonica). Aratati ci G(a, H(a,b))< H(a,G(a,b)).
GMNr.9/2012

Rezolvare:
2ab 2a2b
Gl(a,H(a,b =1/ . =,/
(a (a )) aa+b a+b
2a+/ab
H(a,Gla,b))=
o)

Demonstram ca inegalitatea cerutd este echivalentd cu o inegalitate adevarata.

2a’b _ 2aJab |

‘/a+b£a+\/% ‘.(\/Z_a-@)
\/;r_bsaf%:a+@sﬂ-\/a+b ‘:x/%
R
EJFE_ a+b

a b
EJFE_ a+b
Ja+b<2-@+b) | ()
a+b+2v/ab <2-(a+h)
0<a+b-2Vab

(a—JBF 50 s

Inegalitatea data este “A” (adevaratd).
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14. Fie AM mediana si AH inaltime in triunghiul ABC, dreptunghic in A si HI L AB,

2
le (AB) HI intersecteaza AM in T. Aratati ca AT = 2b :
GMNr. 11/2012

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.13.

E

%
T
I H
& C

Figura 111.13. Desenul problemei 14 (111.2)

In rezolvare folosim aseminarea, teorema catetei si teorema inaltimii.
Notam AC=b, AB=c, BC=a

AABC ~ IAT , deoarece ABH = TAI , unghiul format de o mediana , AM cu o latura a triunghiului
dreptunghic). De aici, = A AT T A ALBC
AB BC AC AB
Dar T™M = AM — AT =B_C_AI -BC _ AB-BC-2-Al-BC
2 AB 2-AB
2 AH?
Pentru calculul lui Al folosim teorema catetei in AAHB = AH“ = Al - AB = Al = E ,
Dar AH este inaltime, deci aplicand teorema inaltimii in AABC = AH = AB-AC = b-c
BC b2 +C2

2
2 2 2
Alz( b-c ] '1=b -C 1: b--c

Jb2+c2) € bZ+c? ¢ pZic?

2 2
AT=—2 = p2 ez 1o BT
b +c c b2_|_c2
2
c-vb? +c? - 2. b=-c . b2 +c? 5 9
b? +c? c“-b
=1TM = -
2-c 2-b? +c?
AT b?  2.4b%+c®  2b?
™ b2+C2 C2—b2 C2—b2,

relatie adevarata doar pentru c>b.
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15. Daca a,b,c >0, sa se arete ca:

1 1 1 1(1 1 1
2 2 " 2 2" 2 2 5g |l 2t 2t 2
(@a+b)*+(@+c)” (b+c)+(b+a) (c+a) +(c+b)* 8 lac b° ¢
GM Nr.11/2012
Rezolvare: Folosim inegalitatea mediilor si 2 leme in rezolvarea problemei:

Lema 1: (x+Yy)? >4xy, vx,y eR
Lema 2: x2+y2+z2 >Xy+Xy+yz, VX,y,zeR.

Avem:
2 (+)
(a+b)” > deb =(a+b)? +(a+c)? = 4ab+4ac = 4-(ab +ac)>8vahc =8/ab - Jac =
(a+c)? > 4ac
1 1 1 1 1
< =—UWV, CU U=—,V=—7+= 1
1P +ascf &V Va8 b T 0

In mod silimar, avem:

254 (+)
(b+c)” > abe =(b+c)? +(b+a)? > 4bc +4ab = 4-(bc +ab)>8Vab%c =8vab -/bc =
(b+a)? > 4ab
1 1 1 1
< ==ut, cu t=—— 2
(br0P s(bra)} 8V -vho 8 oo @)
2 (+)
(c-+a)" > 4ca —(c+a)® +(c+b)? > 4ca+4bc = 4-(ca+bc)>8vabc? =8Jac -/bc =
(c+b)? > 4bc
1 1 1
< ==ut 3
(c+a)? +(c+b)? 8Jac-/bc 8 )
Adunand membru cu membru cele 3 relatii si aplicand cele 2 leme, obtinem:
1 1 1 1 1 (2 .2 .2
+ + <—-(uv+ut+wvt)<—- +Vv© +t
@+b)?+(@+c)® (b+c)+(+a)® (c+a)®+(c+b)? ( ) 8( )

1 . 1 . 1 <1_[1 i+ij<1(1 1 1j
@+b+(@+cy’ (b+c+(b+a)® (c+a)®+(c+b)> 8 lab bc ac) 8 (a?2 p2 (2

16. In patrulaterul convex ABCD se construieste mediatoarea lui [BC] care intersecteaza pe

[AD] in M. Daci m(BMC)=60", MB||CD , CM || AB si se determine misura unghiului ascutit
format de diagonalele patrulaterului.

GM Nr.11/2012
Rezolvare: Construim desenul din figura I11.14.

AN

Fie {O}= AC N BD. Avem de aflat m (AOB).

[BM]=[MC]
Din < MN — mediatoare

AMB =MDC , ABM = MCD
AB AM NMB

avem AABM ~MCD = = =
MC MD CD

()
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B -

N
Figura 111.14. Desenul problemei 16 (111.2)

Cum AMBCeste echilateral (un isoscel cu m(BMC)=60"), prin inlocuirea in (*) a lui

MC=MB=BC gasim: AB = BC (**).
BC CD

Dar, acum folosind (**) gasim AABC ~BCD si cum ABM = MCD = ABM+60° = MCD +60°
= ABC =BCD .

Din aseminare = BAC = CBD = BAC+ ABO = CBD +ABO = ABC =120° (ABC si MCB sunt

AN

unghiuri de aceeasi parte a secantei BC ce taie AB || MC ; mai mult m(BMC) =60").

in AAOB avem BAO-+ABO+ AOB =180°, iar cum BAO+ ABO =120° = AOB =60°

2xy
X+y

sunt

. . .. . X+
17. Determinati numerele reale distincte x §i y pentru care numerele Ty,,/xy,

numere intregi, doua dintre ele fiind consecutive.
GM Nr. 11/2012
Rezolvare: Din conditia Xy > 0 a radicalului avem urmatoarele situatii:

1. X,y>0, X = yrezulta ca ordonarea este cea cunoscuta la inegalitatea mediilor:

29y <X

X+y
Cum doua dintre numerele din sirul (*) sunt intregi consecutive avem subcazurile:
2
1a) 2Y _, Sy =n+LneN=xy=(n+1)>? x+y:M
X+Yy n
2 2
Dar Xy _ (n+1) € N:n+—2n+le N:>n+2+ie N = solutia unica n=1
2 n n n
. =4 =4
inlocuid in relatiile initiale din 1a)=> 4 =Y —y2_8y+4=0=
X+y=28 X=8-y
+ =4+243 X, =4-23
A:64—16:48:y1,2:8_m:> Y1 = !
2 Yo =4-23  |xy=4+24/3
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Dy =n Xy = n2 .
1b) X+Yy = ;
=n+1 |[x+y=2-(n+1)
2 2
Cum 2—XyeN:>—eN:>n—eN:>n—1+ieN:>n+1|1:>n:Oimposibil.
X+y 2-(n+1) n+1 n+1

2. X,y<0, x=#yrezultd ca ordonarea:
X+y  2xy o
—I<—<,

2 X+Yy v ()
Analizam situatiile:

X+y=2n
2a)X+y:n, 2Xy:n+1, n>0,neN= y
2 X+y xy=n-(n+1)=

doi intregi consecutivi, doar cand produsul e zero, deci pentru n = 0 sau n = -1, cazuri care nu
convin, deoarece x sau y = 0.

2y =n,n<0,neN

2b) {X+Yy = n+1>0=n=-1imposibil
\/W:nJrl

3. xy=0,x=zy

Daca x=0=y=42,iardacd y=0=x=42.

Solutia finala: (x,y)={—2,0) (4— 23,4+ 2v3}(0,2),(0,-2): (20} (4 + 23,4 - 243 )}

nu e patrat perfect fiind produsul a

2 _ g 2y X2

18. Fie x,y,z numere reale astfel 1incat =—
X+Yy y+2z Z+X

:a,a>1,aeR.
2

Determinati produsul xyz.
GMNr. 11/2012

Rezolvare:
Substituim xyz =p, p # 0si obtinem:
Z .
Xz _ 4 P _ 4 z:p+£:p(1+2a)
X+y X+Yy X+y=-p 22 a
ﬁ—1 L—l y+z=p ()x+y+z—£ x_ﬂ_p_M
= = . = = =
y+2 _]y+z N z+x=B = 2a:> 2a a N
ﬂ=a Lza L a a>%,aeR y=2£—B:_2£
a a a
Z+);- Z+);- a>E,aER 1
a>—,aeR a>—,aeR a>—,aeR
2 2 2
Xyz:p-(1—2a)_(_£).p-(l+2a):p3-(4a2—1) p:p3-4a2—1 2 8a3
a 2a a ga® ga® 4% -1,
1 1 1
a>—,aeR a>—,aeR a>—,aeR
2 2 2
a3 { 2a2a  2a\2a }
:>pzxyZ:i 2—SxyZ:€ — ;
4a” -1 Vaa? _1 422 _1
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19. Un triunghi are laturile congruente cu inaltimile altui triunghi. Stiind cd cele doua
triunghiuri sunt asemenea, aratati ca, in fiecare dintre ele, o laturd este media geometrica a celorlalte
doua.

GMNr.12/2012
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.15.
A

EI

B C M P
_;'I:ILI
Figura I111.15. Desenul problemei 19 (111.2)

Construim AMNP, astfel incat MN = CC', NP = AA', MP =BB'.
MN NP MP

Din ipoteza avem —— = =k. (1)
AB  BC AC

Pe de alta parte, tinand cont ca MN, NP, MP sunt naltimi, avem:
AB-MN =BC-NP=AC-MP =2S, 2
unde S este aria triunghiului in care MN, NP, MP sunt inal{imi

Din (1) avem: AB = %, iar din (2) gasim: AB = % = MN =+/2kS .

In mod similar, gasim: NP =+/2kS, MP =+/2kS

MN? =2kS = MP - NP
Din (1) mai avem:

MN _NP [, _MN-BC
N 2

ABBC _ NP _ g2 MN-BC MN-AC_ MN? . .

MN _MP | o MN-AC NP MP  NP-MP

AB  AC MP

— AB2 =BC-AC
In mod similar, rezulta: AC? =BC-AB , BCZ = AB-AC.

20. Se considerd numirul n =12 +3% +52 +...+2013°. Aratati ca:
a) numarul n nu este patrat perfect;

b) numarul A=9n* —2n? -7 este divizibil cu 512.
GM Nr. 12 /2012

Rezolvare:
n
a) Stimea Y kK =1+2+3+...+n=—n'(n+1)
k=1 2
i 2ao? g2, a2 _n(n+D):-(n+1)
k=1 6
S=1%+3%+5% +..+201F = Z (2k -1 Z4k2 Z4k+ Zl 4Zk2—42k+21
k=1 k=1 k=l k=1 k=l kel k-1
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n-(n+1)-(2n +1)_4_ n-(n +1)+n _(2n-2)-(2n+1)-n

6 2 3
(2-1007-1)-(2-1007+1)-1007
ca S nu este patrat perfect, deoarece fiecare din :r?u merele 403, 671, 1007 nu este divizibil cu 5.

b) A=9n*—2n%2 —7=9n% —9n? +7n% —7 =9n? -(n2 —1)+7-(n2 —1): (n—1)-(n +1)-(9n2 +7)
Vom calcula restul impartirii lui n de la punctul a) la 16 si obtinem:

(M16+1)? = M16+1 (M16+9)% = M16+1

S=4.

In cazul nostru N =1007 = S= =5.403-671-1007 =

(M16+3)? = M16+9 (M16+11)* = M16+9
(M16+5)% = M16+9 (M16+13)? = M16+9
(M16+7)? = M16+1 (M16+15)? = M16+1

Observam o periodicitate din 4 in 4 a resturilor patratelor sirului de numere impare, rezultd ca
putem scrie:

n=1%+3%2 452+ .+201% = (;2 +32 452 +72)+(92 +112 +13? +152)+...+
+ (20012 +2003% +2005% + 20072)+(20092 +2012 + 20132)

Avem 251 grupe de 4 termeni cu suma resturilor 20 si o grupa de 3 termeni cu suma resturilor 19.
n=M16+251-20+19=M16+5039= M16+16-314+15= M16+15

= A=(n-1)-(n +1)~(9n2 +7)= (I\/I16+14)~(M16+15)-[9~(M16+15)2 +7J=16-16k-2~(8k+7):>
—A=2% k-(8k+7)=512-k-(8k+7), Vke N

21. Determinati masurile unghiurilor triunghiului ABC in care m(CJ =2 {A ] siAC =2-BC.

GM Nr. 12 /2012
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.16.

B

'S, o o A
E
Figura 111.16. Desenul problemei 21 (111.2)

AN

Notam m(CABj = o .Construim CD bisectoarea unghiului ACB , rezulta:

m{ASDj:m(DE;B]:a.

Notind BC=a = AC =2a.
in ACDA construim DE 1 AC.

Cum m[CDEJ =90° —«, m[ADEJ =90° -a = m(ADC] =180° - 2a = m(BDCJ =2«

AACD este isoscel, deci DE este si mediana, de unde CE = a.
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LUL A A
AECD = ADCB = m(DECJ = m(DBC] =90°.

Din suma unghiurilor intr-un triunghi, gisim: o +2a +90° =180° = a =30°

= m(A] =30° ;m(Bj =90°; m(C] =60°

22. Demonstrati ca intr-un triunghi oarecare ABC, punctele G - centrul de greutate, | — centrul
cercului inscris si I’ - centrul cercului inscris in triunghiul median PMN (triunghiul format de liniile
mijlocii) sunt coliniare si Gl =2-GI'.

GMNr. 12 /2012
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.17.

A

N
Figura I111.17. Desenul problemei 22 (111.2)

PM, PN, MN linii mijlocii in AABC =PM| AC; MN| AB=APMN si BPNM sunt

paralelograme. In paralelogramul APMN => PAN = PMN = %PAN = %PMN = PAl = NMI'

N AN

AN AN

PAI'=NMI| — A1 | MI' (RT unghiurilor cu laturile respectiv paralele)

PA | MN
Al MI A A
= IAG =I'MG
AM —secanti
AAIB ~AMI'N (caz UU) :ﬂzﬂzﬁzz
MI' NI' MN 1

Al AG 2

— == LUL N A
AAIG si AMI'G IMI" MG 1 " AAIG ~AMI'G = AGI = MGI'

IAG = I'MG
" " RT unghiurilo r opuse la var f
AGI = MGl = | -G —1I'coliniare
A —G —Mcoliniare
Din AAIG~AM|'G:>£=E:EZ>IG=2-GI'

GM GI' 1
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23. Fie ABC un triunghi oarecare, (AA’ bisectoarea unghiului BAC (A’ e BC) si punctele
coliniare A, C, E (C € (AE)); B,C,F (B (CF)), astfel incit CE = AB si BF = A’C. Demonstrati ci

AA’ trece prin mijlocul segmentului [EF].
GM Nr. 12 /2012

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.18.
A

_'_E_‘_“

Figura 111.18. Desenul problemei 23 (111.2)

Fie {A"}= AA'~FE .

Aplicand teorema lui Menalaus in AFCE , fata de transversala A-A’-A’’ obtinem:

EA CA' FA =1 A"E EA”F@E-%ZJ.@ EA-CA'=AC-A'F

AC A'F A'E AC A'F

EA-CA'= (AC + CE)- CA'=AC-CA+CE-CA'=AC-CA+CE-CA'=AC-CA+AB-A'C
AC-A'F=AC ~(A'B+ BF)=AC -A'B+AC-BF=AC-A'B+AC-A'C
AC-CA+AB-A'C=AC-AB+AC-AC= AB-A'C=AC-A'B @% ZR
fiind tocmai teorema bisectoarei in AABC, ce are loc conform ipotezei.

, aceasta relatie

24. Aritati ca, daca X,Y,Z € [1, ﬂ , atunci:

a) 0< xv/4-3z +yJ4-3x +2,/4-3y <4
b) 0<Xxy/4—3z +yzJJ4—3x +xz,/4 -3y <x? +y? + 7°

GMNr. 12 /2012

Rezolvare:
a) Cum
!
X e 115} 1<x<2
- j 3<3x<4 [-4<-3x<-3 |+4 [0<4-3x<1
ye 1,5} = 1<y§§:> 3<3y<4=7-4<-3y<-3 |+4 =40<4-3y<1l =
- 4 4 3<3z<4 -4<-32<-3 |+4 0<4-3z<1
4 1<y<=
26_1,3:| y 3
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0<+4-3x<1 |-y 0<yV/4-3x <y
+
—30<,4-3y<1 |-z ={0<z/4-3y<z =0<X\4-32+y4-3x+2/4-3y <x+y+z=
0<+/4-3z2<1 | -x 0<x44-3z2 <X
4

= 0< x+/4-32 +yJ4-3x +2./4-3y £x+y+z£g+%+§:4

b) Din

0<yJ4-3x<y |-z 0<yzJ4-3x <yz
+

0<z,4-3y<z |-x =0<xz\/4-3y<xz =
0<X4-3z2<X |-y 0<xy+/4-3z <xy

= 0 < xyv/4—3z +yz-/4—3x +xz\/4—3y <Xy +XZ+YyZ=

2 2
X“ +
Zy =%y 2
(x-y)*=0
X2+Z2 2
Deoarece stim ca: > >xz = {(x-2)°>0
2
y2 422 (y-2)*>0
> yz
2
2 2 2 2 2 2
:>O£xy\/4—3z+yz\/4—3x+xz\/4—3ygX ery WX “2“2 LY JZrZ

= 0 < Xyv4—32 +yzJ4—3x + X2,[4—-3y < x% +y? + 2°

25. Fie a,b,c e R, . Ardtati ci:

a-(b+c) N b-(c+a) + c-(a+b) <3.
ot o) Tl at) et evd)
GMNr.1/2013
Rezolvare:
Arat ca: (¥) 2:(b+) <l=

\/(az +b2)- (az +02)
:>a~(b+c)s\/(a2 +b2)-(a2 +c2) () =a%-(b+c) s(a2 +b2)~(a2 +c2):>

— a2 -(b2 + 2bc +c‘2)s a®+a2c? +02c? +b%c? = a%p? +2a%bc+a%c? <a* +a%c? +b%al + bl =

2
— a% —2ahc + b?c? 20:>(a2 —bc) >0
In mod similar,

. b-(c+a) < b2 —acf >0
) \/(b2+c2).(b2+a2)<1:>( aC) -
(***) c-(a+b) Sl:(cz—ab)zzo

\/(c2 +a2)- (cz + bz)

Insumand cele 3 relatii, rezulta:

a-(b+c) . b-(c+a) N c-(a+b) <3
o3[ N SN SR M e
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26. Fie P un punct situat in interiorul unui unghi propriu XOY . Prin punctul P se duc doua
drepte d; si dy, astfel incat: dy NOX ={A;}, d; "OY ={B;}, dy "OX ={A,}, dy "OY ={B>}
1 1

Demonstrati ca, daca + = +
OA; 0OB; OA, OB,

, atunci [OP este bisectoarea unghiului XOY.

GMNr.1/2013
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.19.

¥
El
EZ 41
F dz
o T
Al AD

Figura 111.19. Desenul problemei 26 (111.2)

Aplicdm conditia problemei si teorema lui Menelaus.

1 1 1 1 1 1 1 1
+ = + = - = - =
OA; OB; OA, OB, OA; OA, OB, O0B;
OA, -0OA; 0B;-0B, N A1A, BB N A1A, OA;1-0OA; (1)
OA;-0OA, 0OB; -0B, OA;-OA, O0B;:-0B, BB, 0OB;:-0B,

Aplicdm teorema lui Menelaus fata de triunghiul OA1B; si transversala By —P —A»:

A0 AP BiBy A,0-AP-B;B, = A,A; -PB; -B,0= AAy _ A20-AdP (2)
A,A; PB; B,O BB, PB;-B,0
Din (1) si (2) rezulta ca:

OA;-OA; A0-AP N OA; AP
0B,-0B, PB;-B,O 0OB; PB;
teoremei bisectoarei, deci este si bisectoarea unghiului XOY.

— [OP este bisectoarea in AOAB1, conform reciprocei

27. Aratati ca pentru orice N numar natural nenul, avem:

\/E \/ﬁ [25 I2n2 +2n+1 _n-(n+2)

==t >

2 2 2 2 2

Rezolvare:

\F \/E [25 [2n? +2n+1 \/ﬁ [26 50 142 +4n+2
e s | [ [y ——— = =
2 2 2 2 4 4 4 4

\/9+1 \/25+1 \/49+1 \/4n2+4n+1+1 3 5 7 on+1
= + + +o At >SS 4T+ =
4 4 4 4 27277 2

GMNr.1/2013

=%~(3+5+7+...+2n+1):M
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28. Fie ABCD un patrulater si {O}= AC nBD. Aritati ci, daca
ApoB N Apgoc N Acob N A oD
Agoc Acop Aarob Anos

=4, atunci ABCD este paralelogram.

GMNr.1/2013
Rezolvare: Construim desenul din figura 111.20.

D C

Figura 111.20. Desenul problemei 28 (111.2)

Notim AOD = BOC = «, rezultd cd avem: AOB =180° —«a = COD , unghiuri opuse la varf;

Anos . Asoc , Acop | Aaob _

Agoc Acop Apop  Aaos

_OA-OB-Sin(l80°—a)+ OB-OC-sina +OC-OD-sin(180°—a)+ OA-OD -sina

~ OB-OC-sina  0C-OD-sinli80° -«) ~ OD-OA-sina  OA.OB-sin{l80° - )
_OA OB OC OD_, \/OA OB OC OD _

- oC OD OA OB OC OD OA OB

Pentru a ajunge la ipoteza se observa ca suntem in cazul egalitatii dintre media aritmetica si media
geometrica a numerelor considerate, adica:

OA OC

OA_0B_0OC_OD_, E:J: OA? =0C? :{OA:OC

OC OD OA OB |OB_OD |pg2_-pp2 |(OB=0D’
oD OB

deci diagonalele se injumatatesc, de unde rezulta ca ABCD este paralelogram.

29. Pentru orice n € N*, notaim n!=1-2-3-...-n
a) Aratati ca (n+1)-n!=n-n!
b) Aflati restul impartirii numarului A =1005-1003+1004-1004H+... +2-2+1-1! la 2012.

GMNr.1/2013
Rezolvare:

a) (n+1)-n=n(n+1)-nl=n-(n+1-1)=n-n!
b) A =1005-1009+1004-1004+... +2-2+1-1=1006-1009+1003-1004++... + 3-24+-2-11—=
A =1006-1=1006-2012-2011=1-2-3-...-1006—- 2012+ 2011

A =2012-(3-4-5-...-1005—1)+ 2011

A =2012. (% —1] +2011= A:2012= rest=2011
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30. Se da piramida patrulatera regulatda VABCD de volum 1. Sa se determine volumul piramidei

VABMN, unde M este mijlocul muchiei [VD] si N este mijlocul muchiei [VC].
GMNr.1/2013

Rezolvare: Construim desenul din figura 111.21.

Figura 111.21. Desenul problemei 30 (111.2)

VvaevN = Vascp —Vascomn =1-Vascomn
Figura este ca un cort format prin lipirea pe o prisma regulata EMFHGN a doua piramide: MAFED
2

si MHBCG. Notim VO 1 ABCD, VO =h, AB =L. Stim ci: LTh —1=L%h=3.

Constatam ca MP L ABCD .

OD _Lv2 1_Ly2

in AVOD, MP este linie mijlocie, de unde MP = h avem DP = —
2 2 2 2 4

Imediat, DE=£=AF, iar FH=£.
4 2
L2 h ,
: Aprep MP _ 4 2 _L°:h
tinem VMareD 3 3 Y
FE - MP L-h L L%h

Pe de alta parte, V, =A -FH = -FH = =
p FMEHNG MEF 2 4 2 8

2 2 2
R Lh L°h 5L°h 5-3 5
I f l,V :2-V —|—V =2- =+ = = = —
n fina ABCDMN MAFED FMEHNG o4 3 Y >4 8

5 3
= VvaguN =1-Vagcomn =1—§=§
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I11.3. PROBLEME PENTRU PREGATIREA CONCURSURILOR SCOLARE*

1. Determinati numerele reale a si b stiind ca in intervalul (a;b) se afla cel putin trei numere
intregi si a® +b? +3a—5b+1l=la—b+2.
Rezolvare:
a?+b%+3a—-5b+11>0=a’+2a+1+a+b%—4b+4-b+6>0=
(@+1)? >0
(b—2)? >0

:(a+1)2+(b—2)2+a—b+6>03{ —a-b+6>0=a-b>-6=

la-b+2/=-a+b-2
Rezulté ca expresia devine:
a2 +b%+3a-5b+1l=-a+b-2=a’+b%+4a-6b+13=0=

2— — — —
=(@+2?+(b-3°=0= (@+2) =0_ jar2=0_ Ja=-2
(b—3)2=0 b-3=0 b=3

2. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:
X =1+ |x — 2| +... +|[x — 2013 = 2013: (x — 2013)
Rezolvare:
Membrul sting este >0=> 2013-(x —2013)>0 = x—2013>0 = x > 2013=

X—=1+X—2+...+X—2012=2013-(x —2013) = 2012- X — (1 + 2+ ...+ 2012) = 2013- (x — 2013) =
= 2012-x —%;013 =2013-(x —2013)= 2012-x —1006- 2013 = 2013 (x — 2013) =

= 2012-x —1006-2013= 2013-x — 2013% = 2013% —1006-2013= X =

= 2013-(2013-1006) = x = x =1007-2013

3. Aratati ca i+i+i+...+ n+2 _ l+1+...+E <2,VneN¥*,
1.2 2-3 3:4 nin+1) (2 3 n

Rezolvare:
3 4 4 n+2 n+2 1 1
3——+———+..+ —— | =+ =+t |2
2 2 3 n n+1 2 3 n
3 4 4 n+2 n+2 1 1 1
3——+———FF— === w——<2=
2 2 3 n n+l 2 n

3
<223 (1+1)-(1+2)<2-(n+ D) > 1< 2 sa rr']:i

>1 adevarat

4. Aratati ca suma patratelor a 5 numere naturale consecutive nu poate fi patrat perfect.
Rezolvare:

(k—2)% +(k—1)? + k2 + (k +1)% + (k + 2)* =5k +1O:5.(k2 +1) se divide cu 5, dar nu cu 25.

! Observatie: Enuntul problemelor 1+27 din cadrul paragrafului II1.3. sunt din sursa bibliografica: Gheorghe
lurea, Dorel Luchian, Gabriel Popa, Adrian Zanoschi, Matematica — algebra, geometrie, Editura Paralela
45, 2012, carte in care, la unele probleme se face trimitere directa citre sursa bibliografica, cum ar fi, de
exemplu, diferite concursuri, GM, etc.
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5. Gasiti numerele reale X, y, z cunoscand X +Yy+2z =6, iar xy +xz+yz=12.
Rezolvare:
Xx+y+z=6 () = (x+y+2?=36=x%+y?+22+2-(xy+xz+yz)=36=

=x2+y?+722+42.12=36=x2 +y% +2%2 =12

x2+y2+22:12 2

Se observa ca: =X +y2+22:xy+xz+yz:>x:y=z=2
Xy +X2+yz=12
) ) a+b+c=5
6. Rezolvati in R sistemul: .
ab+ac+bc=7+a
Rezolvare:
{a+b+c:5 a=5-b-c
=
ab+ac+bc=7+a b2+(c—6)b+(02—6c+12):0:>A=—3-(c—2)2 <0

Pentruaavea beR=A=-3-(c-2)? =0=c=2=b=2=a=1

7. Daca a, b, ¢ sunt numere reale astfel incat |a — b| = 2|b - C| = 3|C —a|,aratatica a=b=c.

Rezolvare: Notez|a—b|=2b—c|=3c—a=m=

a—b=m [3-Db=*m o) la—b|=0
=12b-cl=m= b—c=ig :>0=im-(1+%+%j:>m:0:> 2b-c=0=a=b=c
3c—a=m Caem 3c—a=0
3

8. Fie a,b,c numere reale, x =a| +|b|+|c|, y=]a— 2| +|b—2|+|c - 2|. Aritati ca x+y>6.
Rezolvare:
Se stie ca: [m|+[n[>|m+n|
x+y=la+|o|+|c| +[a—2 +|b -2/ +|c -2 = x+y =[a| +[2—a| + |o| + |2 - b| +|c| +[2—c| =
laj+|2-a|>|a+2-4 la|+|2-a|>2 N
=4[b[+[2—b|=|b+2-b|=<|b|+[2-b[>2 =x+y=>6

le|+[2—c|>[c+2—c| lc|+[2—c|>2

9. Cate numere de forma abcd verifica simultan a+b=c+d si a? +b% =c?+d??
Rezolvare: Din a+b=c+d, prin ridicare la patrat rezulta: (a+ b)2 =(c+ d)2 = ab =cd
Deducem ci a2 —2ab +b% =c? —2cd +d? = (a—b)* =(c—d)* =|a—b|=[c—d| =
—a-b=c-dsaua-b=d-c
Cum a+b=c+d, prin adunare cu fiecare relatie anterioara =—a=c¢,b=d sau a=d,b=c

Rezulta ca numerele sunt de forma: aaaa, abba , abab , a=0 ,a=Db.
Obtinem: 9+9-9+9-9=171 numere
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10. Daca x si y sunt numere reale astfel Incat XE{E;E};yE[l;E},arétati ca 56[1;2
8 3 6 y |4
Rezolvare:
Xe{%;%} lgxgl lgxgl . 1 . .
ye |1t oyl Jo<z<e 8 ¥ 3 4y y L4
6 2 6 2 y

11. a) Fie x si y numere reale situate in intervalul (1;c0). Demonstrati cd 1+Xxy > X+ .

b) Daci a,b,c e(l; oo), demonstrati ca a+b+c+abc >1+ab+ac+bc.
Rezolvare:

a) Din x,ye(l;00)2>{y>1:> y_1>0:>(x—1)-(y—1)>0:>1+xy>x+y.

a>1 a-1>0 .
b) Din a,b,ce(l o)=b>1={b-1>0 =(a-1)-(b-1)-(c-1)>0=
c>1 c-1>0
—a+b+c+abc>1+ab+ac+bc

x>1 {x—1>0 .

12. Daca a, b si ¢ sunt numere naturale nenule, astfel incat ﬂ € Q, atunci
bv2 +cy/3
a+b+cla®+b?+c?.
Rezolvare:
dr € Q, astfel incat
a=rb

M:r:a 2+b\/§=r-(b\/§+c\/§):>a 2+b/3=rbV2+rc/3 = =
b\/§+C\/§ b=rc
:>E=E:>b2=ac:>

b ¢
—a’+b?+c?=a’+ac+c’ =(a+c)’ —ac=(a+c)>-b?>=(a+c-b)-(a+b+c)=

—a+b+c|a’+b?+c?

2X + 3y

13. Daca X,y € R* sunt astfel incat 4x? + Oxy + 5y2 =0, aratati ca €
3X +4y

Rezolvare:
42 + 4%y +5xy +5y2 =0 = 4x- (X +y)+5y- (X +y)=0= (x +y)-(4x + 5y)= 0=

X+y=0 sau 4x+5y=0=Xx=-y sau x:—%y

2X+3y —2y+3y Y _1eN

Pentru cazul: X =-y = =
3X+4y -3y+4y y

—2-§y+3y
Pentru cazul: X :—§y = 2X+3y _ g _ %y
4 3X + 4y _3'Zy+4y y

=2eN
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14. Daca x, y sunt numere rationale, y= -1, astfel incat X2—y2 =2~(X+y), atunci
x-1
y+1
Rezolvare:
x2—y? =2x+2y = x% —2x=y? +2y |+1=x% —2x+1=y? +2y+1= (x-1)% = (y+1° =

e {~-1+1}

X-1 X-1
1=+ 1 - =+ —1+1
Xx—1=+(y+ ):>y+1 y+1e{ +1}

15. a) Demonstrati ca (\/5 +/2x —l)- (\/ZX +1- \/5)< 1,vVxeN*.
b) Comparati numerele:

= (\/E +1)- (\/§ - \/E) (\/Z —@)..(@—\/2012), iar
b= (V2 -1)-(V3++2)- (V4 + 3).(V2013+/2012).

Rezolvare:

2X +4/2X =1< 1 S A2X +42X =1< 2X+1+\/§:>
a) J2x+1-/2x 2X +1—2x
= V2X +/2X —1< V2X +1+/2X = J2x 1< /2x +1 evident
b) Se observa ca

a-b=(2+1Jv3-v2)V4 -+3).(V2013-v2012}2 - 1Jv3 + v2 |v/4 + v3).(2013++/2012)

a-b=1
Conform punctuluia) >a<l=b>1=a<b

16. a) Daca a, b sunt numere rationale nenegative, astfel incat Ja++be Q, atunci Jae Qs

\/BEQ.

b) Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia: IX + \/§ =20.

Rezolvare:
a)Fler—\/_+\/_:\/_+\/_ 1= d@zl:r-(\@—\/—) a- b:>— Ja-b
r=va+vyb (4

Din a;bz\/g_\/— :>r+ar =2 \/_:>\/_—— [W] Q=+Jb=r-Ja=
r

2 a_ 2 2 2
JE:r—\/Ezr_%(r +a bJ=2r rF—a+b _r a+bEQ

r 2r 2r

b) VX +4Jy =20= VX +,fy = 2[\[:\/§+\/_ 10= {*/5_EQ conform(a),
JBy €Q
_Ea2

X =5a
cucondi‘;ia{ , a,beN=5a+5h=10=a+b=2=abe{0,1 2}
y =5b

a=0 x=0 a=1 X=5 a=2 x=20
Pentru = , pentru = , pentru = )
{bzz {y:ZO {bzl {y=5 {b:O {y:O

Solutii: (x,y)={(0,20);(5,5);(20,0)}
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17. Daca n >1este un numar natural astfel incat 2n+ 3si 8n+1sunt simultan patrate perfecte,
aratati ca 5n + 3nu este numar prim.

Rezolvare:
2n+3=a?|-4 [gn+12=4a%> ) , ,
= =43 -b° =11= (2a-b)-(2a+b)=11=
8n+1=h? 8n+1=h?
2a—b=1
= (2a-b)-(2a+h)=1-11=11-1= =4a=12=a=3=b=5=
2a+b=11

2n+3=9 n=3 .
= = =5n+3=18= nu e prim
8n+1=25 n=3

18. Daca a si b sunt numere reale astfel incat a2 -(a - 2b) =p? -(b - 2a), demonstraticd a=Db.
Rezolvare:

2. (a—2b)=b?-(b-2a)=>a%-2a’b=b3-2ab? = a%-2a’b-b3 +2ab% =0 =
a3—b3—2ab-(a—b)=0:>(a—b)~(a2+ab+b2)—2ab~(a—b)=0:>
(a—b)~(a2+ab+b2 —2ab):0:>(a—b)~(a2—ab+b2)=0:>

a-b=0 sau
=1 5 ’ )  =a=b
—ab+b“ =0 imposibil

19. Daci a, b si ¢ sunt numere reale pozitive astfel incat ab +ac + bc =1, aratati ca
(1+ a’ ) (1+ b? ) (1+ 02) este patratul unui numar rational.
Rezolvare: Putem scrie:
=b-(a+c)+a-(a+c)=(a+b)-(a+c)
1+b? =ab+ac+bc+b? =a-(b+c)+b-(b+c)=(b+c)-(a+b)
1+c2 =ab+ac+bc+c? =a-(b+c)+c-(b+c)=(b+c) (a+c)

= [+a?)-+02) i+ c?)=|@+b)2 - @@+c)?-(b+0)?|=[@@+b)-(a+c) (b+c)]2

20. Ion, Costel, Adi si Marcel joaca tenis de camp, cate un set, fiecare cu fiecare cate o data.
a) Cate seturi s-au jucat?
b) Dacd Xq,X2, X3, X4reprezintd numarul victoriilor fiecdrui copil, iar yq,Y»,Y3,Yareprezintd

numarul infrangerilor suferite de fiecare copil, aratati ca: X12 + X% + X% + X 421 = y12 + y% + y% + yﬁ .

Rezolvare:
ajl-CAM; C>AM; A— M= 6seturi

b) Fiecare copil a fost implicat in 3 partide, deci Xq +Y; =Xo +Yo =X3+Y3=X4+Y4 =3

L2002 002 02 22 22 2 2 L2 2 L2 2 L2 2
Din X{ +X5 +X3+Xz3=Y1 +Y2+Y3+Y4 =>X]{ —Yi +X23-Y2+X3-y3+X53-yz3=0=

= (X +y1)- (X1 —y1)+ (X2 +Y2)- (X2 —y2)+ (X3 +Y3)- (X3 —y3)+(Xa +Ya)- (x4 —y4)=0
=3-(x1 —y1)+3- (X2 —y2)+3:(x3 —y3)+3- (x4 —y4)=0=

= (X1 = y1)+ (X2 —y2)+(x3 - y3)+(x4 —y4)=0=

= X1+ X2 +X3+Xg=Y1+Y2+Y3+Y4

Adevarat, deoarece orice victorie a cuiva se contabilizeaza si ca infrangere a altcuiva, astfel suma
victoriilor este egald cu suma Infrangerilor.

1+a2 :ab+ac+bc+a
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21. Daci a,b,c,d e (0;), astfel incat ac = bd =12, atunci:
(@+3)-(b+3)-(c+4)-(d+4)>48°.

_ L . _— X+Yy
Rezolvare: Folosim inegalitatea mediilor: mgy > mg = 5 > Xy = X+Yy>2,/xy

a+322\/£

0+322930 0 o) (b23)-(o+4)-(d- 4)> 1616 bed ~16-3-4-ao)? — 467
c+3>23c

d+3>23d

22. Daci a,b,c,d sunt numere reale, astfel incat a+b=c+d si a2 +b2=c2+d2 , atunci
a" +b" =c" +d" , vn>3.
Rezolvare:
a+b=c+d ( )> = (a+b)? =(c+d)? = a? +2ab+b? =c? +2cd+d? = 2ab = 2cd = ab = cd
= (a-b)? =(c—d)’ =a-b=+(c—d),iar a+b=c+d =>2a=2c=a=c=b=d

—=a"+b" =c" +d" , vn>3.

2 2 2
23. Rezolvati in Z ecuatia: X +2+X +4+...+X+—4020=2010.
2X+1  2X+3 2X +4019
Rezolvare:
x2 42 X2 14 x2 + 4020
-1+ -1|+..+4| —mm-1|=0>
2X+1 2X +3 2X +4019
:>(x2—2x+1)- 1 + 1 +...+; =0=>
2Xx+1 2x+3 2x +4019
2 2
X°-2x+1=0 sau (x-1)*=0 sau w—1 sau
= = =
!, it 9 t 1 x =-1005
2x+1 2x+3 2x +4019 2x+1 2x +4019

24. Se considera expresia E(x)= IX|+[x =1 +[x -2 +...+|x — 2012 .
a) Aratati ca E(a)=E(2012-a), VaeR.
b) Gasiti m € R, stiind ca E(x) = m are solutie unica.
Rezolvare:
a) E(a)=la+[fa-1+[a-2+..+]a—2012)
E(2012-a)=|2012-a|+[2012—a -1 +[2012—a— 2| +...+[2012—a — 2012
E(2012-a)=|2012-43|+|2011-a|+|2010—a| +...+|-a|
Se stie ca [t =|t|, motiv pentru care: E(a)=E(2012-a)
b) Din [X|+|x =1 +|x =2 +..+[x -2012=m=m >0
Fie u solutia ecuatiei date, rezulta ca si 2012-u este solutie.

Din conditia de solutie unica, rezultd ca: u=2012—u = u =1006
m =1006+1005+...+0+.....1005+1006 = 2-(1+ 2 +... +1006) = 1006-1007
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25. Rezolvati, in R, ecuatia: (X2 +X— 2)3 + (3X2 —2X —1)3 = (4X2 - X —3)3.
Rezolvare:
2
X +Xx-2=a
—a+b=4x?>-x-3=a%+b3=(a+b®=3ab-(a+b)=0=
3x% —2x-1=b

:>3-(x2 +x—2)-(3x2 —2x—1)-(4x2 —X—3)=0:>X€{1;—% : -%}

26. Aflati numerele intregi x iy pentru care Y —4Xx+6<0, 2y—x—-2>0,3y+2x—-24<0.
Rezolvare:

<4x-6 (1
y—4x+6<0 y () (L+2); (2+3) X+2<y<4x—6 X_+2<4X_6
X+2 ’ 2
2y-x-2>0 =1y> 2 = =
3y + 2% — 24 <0 2 x+2<y<24—2x x+2<24—2x
B 24-2x 2 3 2 3
y< 22

X>2
:»{ = 2<X<6=xe {345}
X<6

Se iau cazurile: - pentru X =3= g <y<b=ye {3;4;5}

-pentru x=4=4<y<10=ye {56,7;8,9}
-pentru x=5=5<y<14=Yy e {6,7;8;9,1011,12,13}

27. Stabiliti daca exista numere reale x, astfel incat X + J2 si x3 +/2 s fie simultan numere
rationale.
Rezolvare:

Fie xeR, reqQ, r=x+vJ2 =>x=r-—+2=
x3+\/§:(r—\/§)3+\/§:r3—3r2\/§+6r—2\/§+\/§:r3—3r2\/§+6r—\/§:>
x3+\/§:r3+6r—\/§-(3r2+1)eQ<:>3r2 +1=0 imposibil

28. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia:

112X 132X £172% —11%.13% 411X .17% +13% .17%.
GM Nr. 5/ 2012 supliment

Rezolvare: Notam: 11X =a ; 13% =b ; 17% =c, iar ecuatia devine:
a2+b%+c?=a-bra-c+b-c=
a2+b%+c?—a-b—a-c—b-c=0 |-2 —2a2+2b2+2c%2—2a-b-2a-c—2b-c=0=
(a2—2ab+b2)+(b2—2bc+cz)+(cz—2ac+a2):0:>(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2:0
>0 >0 >0
a-b’=0=a=b
={(b-c)?=0=b=c ‘:a:b:czllles”(:l?’(:x:o

c-a)>’=0=c=a
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29. Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

3 2
+ =3
X + X —
y y , unde X,yeR, x=+y.
5x+5y+6_4x—4y+2_1
X+Yy X—y
GM Nr. 5/ 2012 supliment
Rezolvare:
3 12 _3 3 2 _3 2 -3
X+y X-Yy X+y X-Yy X+y X-Yy
Sx+5y+6 Ax—dy+2 . 5-(x+y)+6 4-(x-y)+2 < 6 2
y+o_ Yte _q y)+o _ Y*2_1 |54 —4- =1
X+Yy X—Yy X+Yy X—Yy X+y X—Yy
Notam
1 _a 1
X+y X+y=§ _ ) 3-a+2-b=3 3-a+2-b=3
= = sistemul devine: = =
1 b x—y—l 5+6-a-4-2-b=1 6-a—2-b:0|:2
X-Yy b
3-a+2-b=3 3-a+2:-b=3 1
= = =3-a+6-a=3=9-a=3=a=-=b=1
3-a-b=0 3-a=b 3
Revenind la notatii obtinem:
1 1
"3 (x+y=3 ()
Xy :{ i = 2:X=4=x=2=y=1
1 x-y=1
=1
X-y

30. Sa se rezolve sistemul de ecuatii:
(@a+b)-x+(@a-b)y=1
{(a—b)-x—(a+b)-y:1'
unde a si b sunt numere reale date.
GM Nr. 5/ 2012 supliment

Rezolvare:
Notam ecuatiile sistemului: (a * b) X+ (a b)' y=1 (1)
Adunam relatiile: (1)+(2)= (a+b) x+(a D)yt (a—b) x—(a+b)y=2

x-[@+b)+(@-b)+y-[@a-b)-(a+b)]=2=2-a-x-2-b-y=2|:2=a-x-h-y=1 (¥
Scidem relatiile: (1)-(2)= (a+b)-x+(a—b)-y—(a—b)-x+(a+b)-y=0=
x-[(@a+b)-(a-b)]+y-[a-b)+(@+b)]=0=2-b-x+2-a-y=0|:2= b-x+a-y=0 (*¥

Formam sistem cu relatiile (*) si (**):

{a-x—b-y:l |-a {az-xa-b-y—a (+)

= :>x~(a2+b2):a:>x:
b-x+a-y=0[-b  |p2.x1a.b-y=0

a.x_b.y:]_ -b a.b.x_bz.y:b (+) b
| = ) = y~(—a2—b2)=b:>y=— >
b-x+a-y=0|-(-a —a-b-x-a%-y=0 a‘+b

a% +b?
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