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III. PROBLEME DE SINTEZĂ PENTRU CLASA A VIII-A  
 

III.1. PROBLEME DATE LA EVALUĂRI, CONCURSURI, OLIMPIADE 

 
1. Pentru fiecare număr natural nenul n considerăm mulţimea    andividena|NanA  . 

a) Arătaţi că    2;02A  . 

b) Arătaţi că, pentru orice număr natural nenul n, mulţimea  nA  este finită. 

c) Determinaţi cel mai mic număr natural 0n   pentru care mulţimea  nA are exact 5 elemente. 

Evaluare în educaţie la matematică 

Etapa I – 20.10.2012 

Rezolvare: 

a) Dacă 0a  , atunci 2a   divide 2a. 

    Dacă 0a  , 2a   este un divizor mai mare decât a al lui 2a, deci 2aa22a   

b) Dacă na  divide   2nannan  , atunci na  divide 2n , iar    nn;....;2;1;0nA 2  . 

c) Deoarece divizorii lui 2n  diferiţi de n se pot împărţi în perechi  d/n,d 2  cu d/nnd 2 , 

numărul elementelor lui  nA este   2/s1 , unde s este numărul divizorilor lui 2n . 

 nA  are 5 elemente, dacă şi numai dacă 4pn   sau pqn  , unde qp   sunt prime. Cel mai mic n 

este 6. 

 

 

2. Trapezul ABCD are bazele [AB] şi [CD], iar M este mijlocul diagonalei [AC]. 

a) Arătaţi că, dacă MBAM  , atunci trapezule este dreptunghic. 

b) Calculaţi DM în cazul 4DACDBC  şi 8AB  . 

c) Arătaţi că, dacă ariile triunghiurilor ABM şi ACD sunt egale, atunci BC||DM . 

Evaluare în educaţie la matematică 

Etapa I – 20.10.2012 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.1. 

 
Figura III.1. Desenul problemei 2 (III.1) 

 

a) În ABC , mediana BM este jumătate din AC. ABC  este dreptunghic. 

b) ABCCD||AB
A.F.T

 ~
2

1

8

4

BC

DM

AC

CM

AB

CD
CDM  .  

Din 
2

1

4

DM

2

1

BC

DM
 2DM   
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c) ABMABC A2A   

CD2AB   

Dacă  EADBC  , atunci DM este linie mijlocie în ACE  

 

3. Considerăm numărul 12x  . 

a) Arătaţi că numărul x2x2   este întreg. 

b) Determinaţi numărul întreg a pentru care numărul axx4  este întreg. 

c) Arătaţi că primele trei zecimale de după virgulă ale numărului 10x sunt zerouri. 

Evaluare în educaţie la matematică 

Etapa a II-a – 22.03.2013 

Rezolvare: 

a) 2231222x2   

Z1222223x2x2   

b)     2121782129223xx
2224   

  212aa17a2a21217axx4   

Pentru   0212a  , adică pentru 12a012a   Zaxx4   

c) 1010 5,0x05,0x0   

 001,05,0 10 cerinţa 

 

4. Paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH are baza ABCD pătrat cu laturile de lungime 6 cm 

şi muchiile laterale AE, BF, CG, DH cu lungimea de 23  cm. 

a) Arătaţi că piramida patrulateră cu baza ABCD şi vârful în centrul feţei EFGH este regulată.  

b) Calculaţi distanţa de la punctul E la dreapta BD. 

c) Arătaţi că planele  AFH  şi  BDG  sunt paralele şi calculaţi distanţa dintre ele. 

Evaluare în educaţie la matematică 

Etapa a II-a – 22.03.2013 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.2. 

 
Figura III.2. Desenul problemei 4 (III.1) 
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a) Baza este pătrat. Muchiile laterale sunt congruente (sau piciorul perpendicularei este centrul 

bazei). 

b) Distanţa este EI, unde I este mijlocul segmentului [BD] EI înălţime şi mediană: EB = ED, 

deoarece sunt diagonale în dreptunghiuri congruente. 

ABE - dreptunghic   6354623ABAEBE 2222
.P.T

  

26BD   (diagonală în pătrat) 23
2

BD
ID   

EID - dreptunghic       6492692363IDEDEI
2222

.P.T

 cm 

cm6EI   

c)    BDG||AFHBG||AH,DG||AF   

Distanţa d de la I la  AFH  este jumătate din EI; 3d  cm 

 

5. Pentru numerele reale distincte x,y,z considerăm numărul 
     222

xz

1

zy

1

yx

1
A








  

a) Calculaţi A în cazul 0z,2y,2x  . 

 

b)  Arătaţi că, dacă 2y,2x  şi z este număr raţional, atunci A este număr raţional. 

c) Arătaţi că, dacă, x, y, z sunt numere raţionale, atunci A este pătratul unui număr raţional.  

Evaluare în educaţie la matematică 

Etapa a III-a – 18.05.2013 

Rezolvare: 

a)  
           222222

2

1

2

1

22

1

xz

1

zy

1

yx

1
A
















  

     
8

9

2

1
2

8

1

2

1

2

1

8

1
A   

b) 

       2222
2z

1

2z

1

8

1

2z

1

2z

1

8

1
A















  

     

   
     

 
Q

2z

4z2

8

1
A

2z

2z22z2z22z

8

1

2z2z

2z2z

8

1
A

22

2

22

22

22

22


















 

c)  Notăm 0cbaQc,b,a,

cxz

bzy

ayx
* 















 

     
   

 

 

 2

2

2

2

222

222222

222
abc

bcacab

abc

cbaabc2bcacab

cba

bacacb

c

1

b

1

a

1
A








  

     

2

abc

bcacab
A 







 
  
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6. O construcţie are formă de prismă dreaptă, cu bazele ABC şi DEF triunghiuri echilaterale 

având laturile de lungime 2m şi muchiile laterale [AD], [BE], [CF] de lungime 4m.  

a)  Calculaţi volumul construcţiei. 

b) Calculaţi distanţa de la punctul D la dreapta BC. 

c) Un păianjen se află în punctul D şi doreşte să se deplaseze într-un punct oarecare de pe suprafaţa 

laterală a construcţiei. Arătaţi că păianjenul poate face acest lucru parcurgând o distanţă de cel mult 

5 m.  

Evaluare în educaţie la matematică 

Etapa a III-a – 18.05.2013 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.3. 

 
Figura III.3. Desenul problemei 6 (III.1) 

 

a)  
2

2

b m3
4

3l
A 


 , iar volumul este 3

b m34hAV   

b) Distanţa este DM, unde M este mijlocul lui [BC]. 

   AMDAABCDA  m
90DAM

^















 

AM înălţime în ABC  dreptunghic 3
3

32

2

3l
AM   

.P.T
^

90Am

cdreptunghiDAM




















   m1934AMDADM
2222   

c) Dacă merge într-un punct al feţei ABED sau ACFD, atunci distanţa este cel mult 

52520DCDB   

Dacă merge într-un punct al feţei BCFE, atunci pe desfăşurarea suprafeţei laterale a prismei are de 

parcurs (în funcţie de locul de pe faţa BCFE în care vrea să ajungă) cel mult distanţa 

  5BMABAD
22   sau   5CMACAD

22   
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7. Se consideră mulţimea  Zb,a|2baA  .  

Arătaţi că A223   şi A220133000  . 

Evaluare în educaţie la matematică 

Etapa competiţională – 09.06.2013 

Rezolvare: 

  2ba2121223
2

 , cu Z1b,Z1a  , deci A223   

Presupunem că 2ba220133000  , atunci   
2

2ba220133000  

2ab2b2a220133000b22ab2a220133000 2222   

Dacă Zb,a  , atunci 0ab22013  , deci    3000b2a2ab22013 22  

Q
ab22013

3000b2a
2

22





  - fals 

 

8. O piramidă are baza pătratul ABCD cu 2AB  şi muchiile laterale 

3SDSCSBSA  . Determinaţi măsura unghiului dintre planele  SBC şi  SAD . 

Evaluare în educaţie la matematică 

Etapa competiţională – 09.06.2013 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.4. 

 
Figura III.4. Desenul problemei 8 (III.1) 

Unghiul cerut este 
^

MSN , unde M şi N sunt mijloacele muchiilor [BC], [AD]. 

[SM] [SN] înălţimi în triunghiurile congruente SBC, respectiv SAD. 

Cum 1BC
2

1
MC  , iar 3SC  , aplicăm teorema lui Pitagora în SMC dreptunghic în M: 

213SM   

În SOM dreptunghic în O , cu 1AB
2

1
OM  , iar 2SM 

.P.T

 112SO   

90MSNm1MSNsin
2

MSNsin2

2

21

2

MSNsinMMSN

2

MNSO
A

^^
^^

SMN 

























  
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9. Să se afle Za pentru care Z
5a

4a2





. 

Fundaţia de evaluare în educaţie 

Problema lunii octombrie 2012 

Rezolvare: 

   
5a

14
2

5a

14

5a

5a2

5a

145a2

5a

4a2




















 

 14;7;2;1;1;2;7;14D5a 14    

Situaţii posibile: 

 145a  Z312
5a

14
2 


  

 75a  Z12aZ24
5a

14
2 


  

 25a  Z7aZ39
5a

14
2 


  

 15a  Z6aZ416
5a

14
2 


  

 15a  Z12
5a

14
2 


  

 25a  Z5
5a

14
2 


  

 75a  Z2aZ00
5a

14
2 


  

 145a  9aZ11
5a

14
2 


  

Soluţie:  9;2;6;7;12a   

 

10.  Rezultatul calculului 



























2012

1
1...

3

1
1

2

1
1 este: 

A. 
2

2013
 

 

B. 2013 
 

C. 1006 
 

D. 2012 
 

E. 2013
2
 

 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa locală, 15.11.2012 

Rezolvare: 

 A
2

2013

2012

2013
...

3

4

2

3

2012

1

2012

2012
...

3

1

3

3

2

1

2

2

2012

1
1...

3

1
1

2

1
1 























































 

11. Rezolvând ecuaţia 
2

5
x2y   pe ZxZ se obţine soluţia: 

A. 









2

5
2,   

 

B. ø 

 

C. ZxZ 
 

D.  5,0  

 

E.  5,0   

 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa locală, 15.11.2012 

Rezolvare: Se observă că pentru y,x Z ecuaţia nu are soluţie, deoarece, de exemplu, pentru  
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
2

5
y0x  Z (B) 

 

12. ?CD.1xCD,5OD,1xAO,3AB,CD||AB   (figura III.5) 

A. 4 B. 5 C. 6 D. 7 E. 8 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa locală, 15.11.2012 

Rezolvare: 

 
Figura III.5. Desenul problemei 12 (III.1) 

 


 antăsecBC

ipotezăCD||AB ^^

DCOABO   - alterne interne   (1) 


 antăsecAD

ipotezăCD||AB ^^

CDOBAO   - alterne interne   (2) 

Din relaţiile (1) şi (2)  AOB ~ DOC 






5

1x

1x

3

OC

BO

DO

AO

CD

AB
 

       B51xCD4x4x16x1x151x1x15 22   

 

 13.  4x2  şi 16y2  . Cea mai mică valoare a diferenţei x-y este:  

A. 6 B. 2 C. -6 D. -8 E. -20 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa locală, 15.11.2012 

Rezolvare: 










2x

2x
4x

2

12
 , iar










4y

4y
16y

2

12
 

Cea mai mică valoare a diferenţei x-y este   642yx 21    (C) 

 

14. Fie  20125A  şi  20145B  două puncte pe axa numerelor. Notăm cu M mijlocul segmentului 

[AB]. Atunci coordonata punctului M este: 

A. 1352012   B. 
20135  C. 1252012   D. 252013   

 

E. alt răspuns 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa locală, 15.11.2012 

Rezolvare: 

 
 A135

2

265

2

515

2

55
M 2012

20122201220142012










  
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15. Suma numerelor raţionale m şi n ce verifică inegalitatea 02n34263m   este: 

A. 2 B. 3  C. 5  D. 0 E. 6 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa locală, 15.11.2012 

Rezolvare: 

    0262n343m   

Dar,     





























6n

4m

06n

04m

2:|0262n

3:|0343m
0262n343m  

 A2nm   

 

16.  ?
A

A

AKB

EKF  (figura III.6) 

A. 
4

1
 B. 

9

1
 C. 

27

1
 D. 

8

1
 E. 

16

1
 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa locală, 15.11.2012 

Rezolvare: 

 
Figura III.6. Desenul problemei 16 (III.1) 

 

ABCD,AB||DC(AB||EF pătrat)  EFK ~
3

1

6

2

AK

FK

BK

EK

AB

EF
BAK   

 B
9

1

3

1

AB

EF

A

A
22

AKB

EKF 
















  

 

17. Aria 318ABC   

*Nn,222AC,222BC,233AB 1nn1nn1n2n1n   . 

Valoarea lui n este:  

A. 4 B. 3  C. 2 D. 1 E. 0 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa locală, 15.11.2012 

Rezolvare: 

 
 
























1n21n1nn1n

1nn2nn1n2n

1n

231222222AC

223231222222BC

233AB

 

Notăm x23AC 1n    x3AB   şi x2BC  . Rezultă că:  

22 x3AB  , 
22 xAC  ,  ABCx4ACABBCx4BC 222222

dreptunghic 
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  6x6x36x318
2

xx3

318A

2

xx3
A

318A

2

ACAB
A 2

ABC

ABC

ABC

ABC







































 

şi, revenind la notaţie, rezultă:  C2n11n22623 11n1n    

 

18. Suma modulelor numerelor întregi x şi y care verifică relaţia 3yx
332

3



 este:  

A. 2 B. 1 C. 3 D. -1 E. -2 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa locală, 15.11.2012 

Rezolvare: 

   

 







































2x

1y

y2x

1y3y4

y2x0y2x

1y3x2

0y6x3

1y3x2
y6x33y3x23

3y3y6x33x233323yx33yx
332

3

 C31212yx   

 

19. DE, FG, BC sunt drepte paralele. 2BF;4AD;6FG;3DE  . BC=? (figura III.7) 

A. 
4

7
 B. 

2

15
 

 

C. 8 
 

D. 9 E. 
2

17
 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa locală, 15.11.2012 

Rezolvare: 

 
Figura III.7. Desenul problemei 19 (III.1) 

 

ADEFG||DE
.A.F.T

 ~
2

1

6

3

AG

AE

FG

DE

AF

AD
AFG   

10AB448ADAFDF8AF
2

1

AF

4

2

1

AF

AD
  

ADEDE||BC
.A.F.T

 ~
5

2

10

4

AC

AE

BC

DE

AB

AD
ABC   

 B
2

15
BC

5

2

BC

3

5

2

BC

DE
  
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      20.  Calculând inversul numărului    2012201320132012A   obţinem: 
 

A. -1 
 

B. 1 C. 
4025

1
 D. 

4025

1
  E. 2013201224025   

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa naţională, 15.12.2012 

Rezolvare:  

        12013201220132012201320122012201320132012A   

)A(1
1

1

A

1



  

 

21. ABCD este un pătrat. EF = BG = 4 cm. GBAG;AGDF;DFCE  (figura III.8). Aria 

pătratului ABCD este:  

A. 80cm
2
 B. 76cm

2
 C. 72cm

2
 D. 70cm

2
 E. 48cm

2
 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa naţională, 15.12.2012 

Rezolvare:  

 
Figura III.8. Desenul problemei 21 (III.1) 

 








CD||AB

AF||CE

AF||CE
DFAF

DFCF

 

pe baza faptului că unghiurile dintre două drepte paralele sunt congruente
^^

FABDCE   

AGAF
^^

GABDCE   

4DEGBCDEABG

CDAB

GABDCE
IU^^





 cm 

cm8444DEDF   

cm5464ADDFAFAD
90Fm

cdreptunghiDFA

22222
TP

^ 


















  

   Acm8054ADA 222
ABCD   
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22.  Determinaţi x R astfel încât  
2222 22012x8686  . 

A. 2010 şi 2014 B. 2012 şi -2010 C. 2010 şi -2012 D. 2014 şi 2012 E. 2012 şi -2014 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa naţională, 15.12.2012 

Rezolvare:  

   

   A2014;2010x

22012x22012x422012x22012x1410

22012x8610022012x8686
2222







 

 

 23. Valoarea numărului natural c din relaţia 2cb7a5  , unde a şi b sunt numere 

naturale prime este:  

A. 7 B. 11 C. 10 D. 12 E. 0 

Concursul Naţional de Matematică Lumina Math 

Ediţia a XVI-a, Etapa naţională, 15.12.2012 

Rezolvare:  

 D1275c2ba
primeb,a

|2,a|2
Nc

2

b
7

2

a
5c2:|2cb7a5











 

 

24.  Fie 0a  . Determinaţi numerele reale 201021 x,...,x,x ştiind că  

2
2010

2
2

2
1

22
2010

22
2

22
1 x...xxax...axaxa2 








  

Concursul Interjudeţean de Matematică "Teodor Topan", 2012 

Rezolvare: 0axa2axa2axa2x...xx 22
2010

22
2

22
1

2
2010

2
2

2
1   

Se observă că 
2

22
1

22
1

2
1 aaxaxa2x 








  

2
22

2
22

2
2
2 aaxaxa2x 








  

……………………………………... 
2

22
2010

22
2010

2
2010 aaxaxa2x 








  

Rezultă că: 
2

22
1 aax 








 +

2
22

2 aax 







 +…+

2
22

2010 aax 







 = 0 

Egalitatea are loc dacă fiecare paranteză este egală cu 0: 

 

 

 





















































































22
2010

22
2

22
1

222
2010

222
2

222
1

222
2010

222
2

222
1

22
2010

22
2

22
1

a2x

............

a2x

a2x

aax

.......................

aax

aax

aax

..........................

aax

aax

0aax

..........................

0aax

0aax

 

 

2010,...,2,1k,2axk   
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25. a) Determinaţi valoarea numărului real “x” pentru care raportul  

 
20122013x4024x

1
xE

2 
  are cea mai mare valoare şi găsiţi care este aceasta. 

b) Demonstraţi că, dacă 1zyx  , atunci 1
zxz1

1

yzy1

1

xyx1

1









. 

Olimpiada Naţională de Matematică, Etapa locală,  

Bihor, 09.02.2013 

Rezolvare: 

a)  
 

0
20122012x

1

20122012x4024x

1

20122013x4024x

1
xE

2222









  

 xE  are cea mai mare valoare pentru cea mai mică valoare a numitorului, adică în cazul de faţă, 

pentru    
2012

1
xE2012x02012x02012x immax

2
 . 

b) Folosim că 1zyx   

  yzy1

yz

y1yzx

xyz

xyxxyz

xyz

xyx1

1











    

    yzy1

y

yzy1x

xy

xyxxyz

xy

xyx1

xy

x1xyz

xyz

zxzxyz

xyz

zxz1

1




















 

Înlocuim cele două relaţii obţinute în relaţia iniţială şi obţinem: 

1
yzy1

yzy1

yzy1

y

yzy1

1

yzy1

yz

zxz1

1

yzy1

1

xyx1

1























 

 

26. a) Demonstraţi că suma dintre un număr real pozitiv şi inversul lui este mai mare sau egală 

cu 2. Când avem egalitate? 

b) Se consideră două segmente distincte AB şi CD în spaţiu, astfel încât să fie adevărată relaţia:  

4
DA

DB

DB

DA

CA

CB

CB

CA
 . Demonstraţi că CDAB  . 

Olimpiada Naţională de Matematică, Etapa locală,  

Bihor, 09.02.2013 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.9. 

a) Fie Ra . Avem: 0
a

1
a02

a

1
a2

a

1
a

2









 , relaţie adevărată. 

Egalitate avem pentru: 1a
a

1
a0

a

1
a   

b) Notăm: 4
b

1
b

a

1
aRb,a,b

DB

DA
,a

CB

CA


















   

Conform punctului a) obţinem:  

0
b

1
b

a

1
a

22


















 . 

Egalitatea are loc pentru:                                               Figura III.9. Desenul problemei 26 (III.1) 

CDABrombACBDDBDACBCA
1b

1a

b

1
b

a

1
a

0
b

1
b

0
a

1
a












































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27. Pe planul triunghiului dreptunghic ABC cu 90Am
^















se ridică perpendicular pe planul 

triunghiului, pe care se ia cm10AM  . Ştiind că cm30AC,cm40AB  , să se calculeze: 

a) aria ,MBC  

b) distanţa de la punctul A la planul MBC. 

Olimpiada Naţională de Matematică, Etapa locală,  

Bihor, 09.02.2013 

Rezolvare: 
a) Construim desenul din figura III.10. 

 

 
Figura III.10. Desenul problemei 27 (III.1) 

 

cm5025003040ACABBC
90Am

cdreptunghiABC

2222
.P.T

^ 


















  

Ducem   MDMBC,AdBCAD   

Aplicăm teorema înălţimii în cm24
50

4030

BC

ACAB
AD:ABC 





  

Aplicăm teorema lui Pitagora în triunghiul dreptunghic MAD: 

cm262410ADAMMD 2222   

2
MBC cm6502625

2

2650

2

MDBC
A 





  

b) Aflăm   dMBC,Ad  cu formula volumului tetraedrului AMBC aplicat de două ori cu feţe şi 

înălţimi diferite: 

3

MBC

ABC

MBCABC
AMBC

cm23,9
65

3020

650

10
2

4030

A

MAA
d

3

dA

3

MAA
V



























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 28. Determinaţi tripletele de numere întregi  z,y,x  cu proprietatea că 

 zyx16zyx 222  . 

Olimpiada Naţională de Matematică,  

Etapa judeţeană şi a Municipiului Bucureşti, 09.03.2013 

Rezolvare: 

        1928z8y8xzyx16zyx
222222    (*) 

Dacă împărţim un pătrat perfect la 4 obţinem fie restul 0, fie restul 1. 

Numărul 192 este divizibil cu 4, deci numerele x-8, y-8, z-8 sunt pare; deci, rezultă că există 

Zc,b,a 111  , astfel încât: 
















1

1

1

c28z

b28y

a28x

 înlocuind în ecuaţia (*) că 48cba192c4b4a4 2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1   (**) 

Repetând acest raţionament de două ori, obţinem: 























21

21

21

222

c2c

b2b

a2a

Zc,b,a

 înlocuind în ecuaţia (**) că 12cba48c4b4a4 2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2   (***) 























32

32

32

333

c2c

b2b

a2a

Zc,b,a

 înlocuind în ecuaţia (***) că 3cba12c4b4a4 2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3   (****) 

Egalitatea (****) este adevărată, dacă fiecare din numerele 333 c,b,a , ia, la întâmplare una din 

valorile  1,1 , astfel: 

 

 pentru 











































































0z

0y

0x

8c28z

8b28y

8a28x

4c

4b

4a

2c

2b

2a

1c

1b

1a

1

1

1

1

1

1

2

2

2

3

3

3

  , 

 pentru 











































































16z

0y

0x

8c28z

8b28y

8a28x

4c

4b

4a

2c

2b

2a

1c

1b

1a

1

1

1

1

1

1

2

2

2

3

3

3

  , 

 pentru 











































































0z

16y

0x

8c28z

8b28y

8a28x

4c

4b

4a

2c

2b

2a

1c

1b

1a

1

1

1

1

1

1

2

2

2

3

3

3

  , 

 pentru 











































































0z

0y

16x

8c28z

8b28y

8a28x

4c

4b

4a

2c

2b

2a

1c

1b

1a

1

1

1

1

1

1

2

2

2

3

3

3

  , 

 pentru 










































































16z

16y

0x

8c28z

8b28y

8a28x

4c

4b

4a

2c

2b

2a

1c

1b

1a

1

1

1

1

1

1

2

2

2

3

3

3

  , 
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 pentru 











































































16z

0y

16x

8c28z

8b28y

8a28x

4c

4b

4a

2c

2b

2a

1c

1b

1a

1

1

1

1

1

1

2

2

2

3

3

3

  , 

 pentru 











































































0z

16y

16x

8c28z

8b28y

8a28x

4c

4b

4a

2c

2b

2a

1c

1b

1a

1

1

1

1

1

1

2

2

2

3

3

3

  , 

 pentru 











































































16z

16y

16x

8c28z

8b28y

8a28x

4c

4b

4a

2c

2b

2a

1c

1b

1a

1

1

1

1

1

1

2

2

2

3

3

3

  . 

Deci, soluţiile ecuaţiei date sunt: 

                  16,16,16;0,16,16;16,0,16;16,16,0;0,0,16;0,16,0;16,0,0;0,0,0z,y,x   

 

29.  Determinaţi toate numerele reale x pentru care numărul 
3x2x

1x2
a

2 


 este întreg. 

Olimpiada Naţională de Matematică,  

Etapa judeţeană şi a Municipiului Bucureşti, 09.03.2013 

Rezolvare: 

Arătăm că     ;11;x , Z
3x2x

1x2
a

2





 . 

Presupunem că Rx ,astfel încât Z
3x2x

1x2

2





; cum   021x3x2x

22  , rezultă că: 

   



































imposibil02x3x2x1x2

imposibil02x3x2x1x2

1
3x2x

1x2

1
3x2x

1x2

22

22

2

2

,  

deci presupunerea făcută este falsă, ceea ce presupune că 

 

 















































imposibil02x1
3x2x

1x2

2

1
x01x20

3x2x

1x2

2x02x1
3x2x

1x2

Rx,Za

1;1
3x2x

1x2
a

2

2

2

2

2

2    









2

1
;2x  

 

30. Considerăm numărul natural nenul fixat n. Determinaţi numerele naturale nenule 

1nn21 xx...xx   cu proprietatea că  n211nn x...xx2xx   . 

Olimpiada Naţională de Matematică,  

Etapa judeţeană şi a Municipiului Bucureşti, 09.03.2013 

Rezolvare: 

Observăm că  

     1xxx...212x...xx2xx nnnn211nn               (1) 

Rezultă că: 1xx n1n   

Cum nx  şi 1nx   sunt numere naturale cu 1nn xx  , deducem că 1xx n1n  . 

Astfel toate inegalităţile (1) se vor transforma în egalităţi. 

Din nn21 x...21x...xx   şi nxnx nn  şi, apoi  n,...,2,1k,kxk   
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III.2.  PROBLEME DIN GAZETA MATEMATICĂ 

 

1. Se consideră numerele b0...000bB

ori1n2




 . Demonstraţi că B este număr iraţional. 

Gazeta Matematică (GM) Nr. 6-7-8 / 2012 

Rezolvare: 
Demonstrăm că B nu este pătrat perfect. 

 110bb10bB 2n22n2   , b este cifră 

  1101110.c.u 2n22n2    nu este divizibil cu 2, 4, 6, 8, 5. 

Suma cifrelor numărului 110 2n2 
 este 2 110 2n2  

 nu este divizibil cu 3 şi cu 9. 

Arătăm că 110 2n2 
 nu este divizibil nici cu 7. 

Dacă 110 2n2 
 ar fi divizibil cu 7, atunci singura posibilitate ar fi N7  , unde   3N.c.u  , 

deoarece   137.c.u  . 

Dar N ar trebui să fie pătrat perfect şi ştim că u.c. a unui pătrat perfect  8,7,3,2 . 

Rezultă că în descompunerea  110b 2n2   , factorul 110 2n2 
 nu este divizibil cu cifra b nu 

poate fi scris b pătrat perfect B nu este pătrat perfect  B nu este număr raţional. 

 

2. Rezolvaţi în mulţimea numerelor reale, ecuaţia: 

2

2xx2
x2xx21xx

2
232 

  

GM Nr. 6-7-8 / 2012 

Rezolvare: 

Aplicăm formula radicalilor compuşi: 

1xxa 2   

x2xx2b 23   

   
 

1xc

1x1x2xc

x2xx2x2x2x21xxx2xx21xxbac

2

22242

232324232222







 

Obţinem: 

2

2xx2

2

1x1xx

2

1x1xx 22222 






 

  0x0
2

x
0

2

x

2

2xx2

2

x

2

2xx2 2
22







 

 

3. Rezolvaţi ecuaţia:      323232 x22xx2xx  . 
 

GM Nr. 6-7-8 / 2012 

Rezolvare: 
Notăm 

ax2     şi   b2x   

     333
a2baba   332233223 a8bab3ba3abab3ba3a  
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6:a6ab6 32   32 aab  0aba 23     0baa 22   

   

ba0ba.III

sauba0ba.II

sau0a.I

0babaa







  

   
   

Rx02xx2xxba.III

2x;1x02x1x

01x21xx02xx2x02xx2xxba.II

0x0x0a.I

22

21

222

2









 

Soluţia:  2;1;0S   

 

4. Arătaţi că, pentru orice x, y, z numere reale, 

310xz4xy2y2x2zyx5 222   

GM Supliment - septembrie 2012 

Rezolvare: 
Punem în evidenţă sub radical o sumă de expresii pozitive: 

        39zx21yx9zxz4x4y2x2xy21yx

10xz4xy2y2x2zyx5

222222

222




 

deoarece   01yx
2
  şi   0zx2

2
 . 

 

 5. Fie n un număr natural şi 2n3nA 2  . Aflaţi partea întreagă a lui A. 

GM Supliment - septembrie 2012 

Rezolvare: 

Notăm partea întreagă a numărului A cu [A]. 

Ştim că   Za,1aAa   

  NA0A02n3n2   

       2n1n2n2nn2nn2n2n3nA 222   produs de două numere 

naturale consecutive
2A nu este pătrat perfect. 

       22
2n2n1n1n   

    2n2n1n1n   

  1nA2nA1n   

 

6. a) Arătaţi că       6a11a6a3a2a1a 23  , pentru orice a număr real. 

b) Arătaţi că nu există numere întregi n pentru care:   201211n6nn 2   

GM Supliment - septembrie 2012 

Rezolvare: 

a) Efectuăm calculele: 

             

6a11a6a6a2a9a3a3a

3a2a3a3a2aa2a3a2a1a

23223

22




 

b)   2012n11n6n11n6nn 232   
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Din punctul a) ştim că      3n2n1n6n11n6n 23   

            "F"3n2n1n20063n2n1n62012   

deoarece 100322006    nu există Zn   

 

 7. Fie cubul ABCDA’B’C’D’ şi    'O'DA'AD,O'CB'BC  . Dacă  P'O'BO'A   şi , 

cm6AB   calculaţi distanţa de la punctul P la planul  'C'B'A . 

GM Supliment - septembrie 2012 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.11. 

 
 Figura III.11. Desenul problemei 7 (III.2) 

 

Ducem prin punctul P 'B'A||EF . 

O'BF,'O'AE   

Toate punctele de pe această paralelă vor fi la aceeaşi distanţă faţă de planul  'C'B'A . 

'OO'B'A  dreptunghi P  centrul dreptunghiului 'EOE'A  . 

Construim ET şi O’S perpendiculare pe A’D’  S'O||ET  

ET este linie mijlocie în S'O'A : cm3cm6
2

1
'AA

2

1
S'O  cm

2

3
3

2

1
ET   

   cm5,1'C'B'A,Pd   

 

8. Fie 0a   şi 0b   două numere reale. Demonstraţi că 
2

1

ab3

b

ba3

a






. 

GM Supliment - septembrie 2012 

Rezolvare: 

Efectuăm calculele şi obţinem o inegalitate “A” echivalentă cu inegalitatea dată. 

 
2

1

ab3

b

ba3

a ba3ab3 






   

   
    2

1

ab3ba3

ba3bab3a





  






2

1

abb3a3ab9

bab3aab3

22

22

 

   abb3a3ab9bab3aab32 2222  

 abb3a3ab9b2ab6a2ab6 2222
 

 2222 b3a3ab10b2a2ab12  

ab2ba0 22      "A"0ba
2

 inegalitatea dată este adevărată 
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9. Determinaţi aria triunghiului isoscel ABC, cu baza (BC) de 12 cm, ştiind că există un punct 

M în interiorul său, având distanţele de 4cm, 3cm şi 2cm faţă de laturile (AB), (BC), respectiv 

(AC). 

GM Supliment - septembrie 2012 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.12. 

 
Figura III.12. Desenul problemei 9 (III.2) 

 

Notăm xACAB   

 118x3
2

36x6

2

123

2

x2

2

x4
AAAA BMCAMCAMBABC 











   

Fie AT înălţimea din A a triunghiului ABC. 

ATB dreptunghic în T 36xAT 2
Pitagora.T

  

 236x6
2

36x12
A 2

2

ABC 


  

Din (1) şi (2)   3:36x618x3 2   

                             22 36x26x   

                             36x436x12x 22    144x436x12x 22   

                            3:0180x12x3 2   

                            060x6x10x060x4x 22   

                                    6xsau10x06x10x010x610xx   

    Doar x = 10cm convine, prin urmare cm83610036xAT 2    

(2) devine:
22

ABC cm488636x6A    

sau (1) devine: 
2

ABC cm481810318x3A   
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10. a) Arătaţi că 
4x

3x
2

4x

11x3









; 

b) Rezolvaţi ecuaţia: 9,2
3x

8x3

4x

11x3


























, 

unde  a  înseamnă partea fracţionară a lui a, iar  a  reprezintă partea întreagă a lui a. 

GM Supliment - septembrie 2012 

Rezolvare: 

a) 
   

4x

3x
2

4x

3x

4x

4x2

4x

3x4x2

4x

11x3
























 

b) Folosim demonstraţia de la punctul a) 

1
4x

3x

4x

3x
2

4x

11x3































 

   
1

3x

2x
deoarece,2

3x

8x3

3x

2x
2

3x

2x

3x

3x2

3x

2x3x2

3x

8x3











































 

Ecuaţia devine:  

    6x36x930x104x93x10
10

9

4x

3x
9,0

4x

3x
9,22

4x

3x
















 

11. Rezolvaţi ecuaţia:  

1012
1020

1012x
...

11

3x

10

2x

9

1x 3333













 

GM Supliment - septembrie 2012 

Rezolvare: 

Scriem ecuaţia astfel: 

1012
1020

1012

1020

x
...

11

3

11

x

10

2

10

x

9

1

9

x 3333

  

1012
1020

1012
...

11

3

10

2

9

1

1020

1
...

11

1

10

1

9

1
x3 

















  




















1020

1012
...

11

3

10

2

9

1
1012

1020

1
...

11

1

10

1

9

1
x3  















































1020

1012
1...

11

3
1

10

2
1

9

1
1

1020

1
...

11

1

10

1

9

1
x3

 

1020

8
...

11

8

10

8

9

8

1020

1
...

11

1

10

1

9

1
x3 








  




















1020

1
...

11

1

10

1

9

1
8

1020

1
...

11

1

10

1

9

1
x3

 

2x8x3   

 

12. Rezolvaţi în mulţimea numerelor întregi ecuaţia: 01yxy2x3 2  . 

GM Nr. 9 / 2012 

Rezolvare:  

  Z
1x2

1x3
y1x2y1x3

yxy21x3

2
2

2








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 
 

   

2x3|1x2

x3x62x6|1x2

1x2x31x32|1x2
|1x2x3|1x2

1x32|1x2

1x2|1x2

1x3|1x2

22

2
22



























 

 
 

   

 
 
 1,0x

2,0x2

1,11x2

1|1x2

3x64x6|1x2

1x232x32|1x2
1x23|1x2

2x32|1x2

1x2|1x2

2x3|1x2





























 

    2;1,1;0S

2
1

2
y1x

1
1

1
y0x













 

 

13. Pentru 0a   şi 0b   notăm   abb,aG  (media geometrică),  
ba

ab2
b,aH


  (media 

armonică). Arătaţi că      b,aG,aHb,aH,aG  . 

GM Nr. 9 / 2012 

Rezolvare:  

  
ba

ba2

ba

ab2
ab,aH,aG

2





  

  
aba

aba2
b,aG,aH


  

Demonstrăm că inegalitatea cerută este echivalentă cu o inegalitate adevărată. 

 aba2:
aba

aba2

ba

ba2 2







 

a2:baa2aba
aba

a2

ba

1






 

   

 

  











"A"0ba

ab2ba0

ba2ab2ba

ba2ba

ba
2

b

2

a

ba
a2

ab

a2

a

2

2  

Inegalitatea dată este “A” (adevărată). 
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14. Fie AM mediana şi AH înălţime în triunghiul ABC, dreptunghic în A şi ABHI  , 

 ABI . HI intersectează AM în T. Arătaţi că 
22

2

bc

b2

TM

AT


 . 

GM Nr. 11 / 2012 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.13. 

 
Figura III.13. Desenul problemei 14 (III.2) 

 

În rezolvare folosim asemănarea, teorema catetei şi teorema înălţimii. 

Notăm aBC,cAB,bAC   

ABC ~ IAT , deoarece 
^^

TAIABH  , unghiul format de o mediană , AM cu o latură a triunghiului 

dreptunghic). De aici, 
AB

BCAI
AT

AC

IT

BC

AT

AB

AI 
  

Dar 
AB2

BCAI2BCAB

AB

BCAI

2

BC
ATAMTM







  

Pentru calculul lui AI folosim teorema catetei în 
AB

AH
AIABAIAHAHB

2
2  , 

Dar AH este înălţime, deci aplicând teorema înălţimii în 
22 cb

cb

BC

ACAB
AHABC







   

22

2

22

22
2

22 cb

cb

c

1

cb

cb

c

1

cb

cb
AI




























  

22

2
22

22

2

cb

b

c

1
cb

cb

cb
AT









22

22
22

22

2
22

cb2

bc

c2

cb
cb

cb
2cbc

TM














  

22

2

22

22

22

2

bc

b2

bc

cb2

cb

b

TM

AT











 ,  

relaţie adevărată doar pentru c>b. 
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15. Dacă 0c,b,a  , să se arete că: 

           

















222222222 c

1

b

1

a

1

8

1

bcac

1

abcb

1

caba

1  

GM Nr. 11 / 2012 

Rezolvare: Folosim inegalitatea mediilor şi 2 leme în rezolvarea problemei: 

Lema 1:   Ry,x,xy4yx
2

  

Lema 2: Rz,y,x,yzxyxyzyx 222  . 

Avem:  

 

 

 
      acab8bca8acab4ac4ab4caba

ac4ca

ab4ba 222

2

2











 

   

   
 1

ac

1
v,

ab

1
ucu,uv

8

1

acab8

1

caba

1

22






 

În mod silimar, avem: 

 

 

 
      bcab8cab8abbc4ab4bc4abcb

ab4ab

bc4cb 222

2

2











 

   

   
 2

bc

1
tcu,ut

8

1

bcab8

1

abcb

1

22






 

 

 

 
      bcac8abc8bcca4bc4ca4bcac

bc4bc

ca4ac 222

2

2











 

   

   
 3vt

8

1

bcac8

1

bcac

1

22






 

Adunând membru cu membru cele 3 relaţii şi aplicând cele 2 leme, obţinem: 

           
   222

222222
tvu

8

1
vtutuv

8

1

bcac

1

abcb

1

caba

1









 

           


























222222222 c

1

b

1

a

1

8

1

ac

1

bc

1

ab

1

8

1

bcac

1

abcb

1

caba

1

 

16. În patrulaterul convex ABCD se construieşte mediatoarea lui [BC] care intersectează pe 

[AD] în M. Dacă AB||CM,CD||MB,60)BMC(m
^

 să se determine măsura unghiului ascuţit 

format de diagonalele patrulaterului. 

GM Nr. 11 / 2012 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.14. 

Fie   BDACO  . Avem de aflat )AOB(m
^

. 

Din   

   



















^^^^

MCDABM,MDCAMB

mediatoareMN

MCBM

 

avem ABM ~ MCD
CD

MB

MD

AM

MC

AB
     (*) 
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Figura III.14. Desenul problemei 16 (III.2) 

Cum MBC este echilateral (un isoscel cu 
60)BMC(m

^

 ), prin înlocuirea în (*) a lui 

MC=MB=BC găsim: 
CD

BC

BC

AB
  (**). 

Dar, acum folosind (**) găsim ABC ~ BCD  şi cum
^^

MCDABM   60MCD60ABM
^^

  


^^

BCDABC  .  

Din asemănare 
^^

CBDBAC 120ABCABOCBDABOBAC
^^^^^

  (
^

ABC  şi 
^

MCB sunt 

unghiuri de aceeaşi parte a secantei BC ce taie MC||AB ; mai mult 
60)BMC(m

^

 ). 

În AOB avem 180AOBABOBAO
^^^

 , iar cum  60AOB120ABOBAO
^^^

  

 

17. Determinaţi numerele reale distincte x şi y pentru care numerele 
yx

xy2
,xy,

2

yx




sunt 

numere întregi, două dintre ele fiind consecutive. 

GM Nr. 11 / 2012 

Rezolvare: Din condiţia 0xy   a radicalului avem următoarele situaţii: 

1. yx,0y,x  rezultă că ordonarea este cea cunoscută la inegalitatea mediilor: 

2

yx
xy

yx

xy2 



   (*) 

Cum două dintre numerele din şirul (*) sunt întregi consecutive avem subcazurile: 

1a)  
 

n

1n2
yx,1nxyNn,1nxy,n

yx

xy2
2

2 



  

Dar 
 










N
n

1
2nN

n

1n2n
N

n

1n

2

yx 22

 soluţia unică n=1 

Înlocuid în relaţiile iniţiale din 1a) 
















 04y8y

y8x

4xy

8yx

4xy 2
 


























324x

324x

324y

324y

2

488
y481664

2

1

2

1
2,1  
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1b) 
 























1n2yx

nxy

1n
2

yx

nxy 2

;  

Cum 
 

0n1|1nN
1n

1
1nN

1n

n
N

1n2

n2
N

yx

xy2 22













imposibil. 

2. yx,0y,x  rezultă că ordonarea: 

xy
yx

xy2

2

yx






   (**) 

Analizăm situaţiile: 

2a) 
 














1nnxy

n2yx
Nn,0n,1n

yx

xy2
,n

2

yx
nu e pătrat perfect fiind produsul a 

doi întregi consecutivi, doar când produsul e zero, deci pentru n = 0 sau n = -1, cazuri care nu 

convin, deoarece x sau y = 0. 

2b) 1n01n

1nxy

Nn,0n,n
yx

xy2













  imposibil 

3. yx,0yx   

Dacă 2y0x  , iar dacă 2x0y  . 

Soluţia finală:               324,324;0,2;2,0;2,0;324,324;0,2y,x   

 

18. Fie x,y,z numere reale astfel încât Ra,
2

1
a,a

xz

xyz
,1

zy

xyz
,1

yx

xyz









. 

Determinaţi produsul xyz. 

GM Nr. 11 / 2012 

Rezolvare: 

Substituim 0p,pxyz  şi obţinem: 

 

 

 


































































































































Ra,
2

1
a

a2

p

a

p

a2

p
y

a

a21p
p

a2

p
x

a

a21p

a2

p
pz

Ra,
2

1
a

a2

p
zyx

Ra,
2

1
a

a

p
xz

pzy

pyx

Ra,
2

1
a

a
xz

p

1
zy

p

1
yx

p

Ra,
2

1
a

a
xz

xyz

1
zy

xyz

1
yx

xyz

 

       







































































Ra,
2

1
a

1a4

a8
p

Ra,
2

1
a

a8

1a4p
p

Ra,
2

1
a

a8

1a4p

a

a21p

a2

p

a

a21p
xyz

2

3
2

3

23

3

23

 




















1a4

a2a2
;

1a4

a2a2
xyz

1a4

a8
xyzp

222

3
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19. Un triunghi are laturile congruente cu înălţimile altui triunghi. Ştiind că cele două 

triunghiuri sunt asemenea, arătaţi că, în fiecare dintre ele, o latură este media geometrică a celorlalte 

două. 

GM Nr. 12 / 2012 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.15. 

 
Figura III.15. Desenul problemei 19 (III.2) 

 

Construim MNP , astfel încât 'BBMP,'AANP,'CCMN  . 

Din ipoteză avem k
AC

MP

BC

NP

AB

MN
 .   (1) 

Pe de altă parte, ţinând cont că MN, NP, MP sunt înălţimi, avem: 

S2MPACNPBCMNAB  ,         (2) 

unde S este aria triunghiului în care MN, NP, MP sunt înălţimi  

Din (1) avem: 
k

MN
AB  ,   iar din (2) găsim:  

MN

S2
AB   kS2MN    . 

În mod similar, găsim: kS2NP  , kS2MP   

NPMPkS2MN2   
Din (1) mai avem: 

ACBCAB

ACBC
MPNP

MN

MP

ACMN

NP

BCMN
AB

MP

ACMN
AB

NP

BCMN
AB

AC

MP

AB

MN

BC

NP

AB

MN

2

2
2












































 

În mod similar, rezultă: ABBCAC2  , ACABBC2  . 

 

20. Se consideră numărul 2222 2013...531n  . Arătaţi că: 
a) numărul n nu este pătrat perfect; 

b) numărul 7n2n9A 24   este divizibil cu 512. 

GM Nr. 12 / 2012 

Rezolvare:  

a) Ştim că 
 
2

1nn
n...321k

n

1k






 

      
6

1n21nn
n...321k 2222

n

1k

2 




 

  



n

1k

n

1k

n

1k

2
n

1k

n

1k

n

1k

2
n

1k

22222 1k4k41k4k41k22013...531S  
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         
3

n1n21n2
n

2

1nn
4

6

1n21nn
4S








  

În cazul nostru 1007n
   

10076714035
3

1007110072110072
S 


   

că S nu este pătrat perfect, deoarece fiecare din numerele 403, 671, 1007 nu este divizibil cu 5. 

b)          7n91n1n1n71nn97n7n9n97n2n9A 222222424   

Vom calcula restul împărţirii lui n de la punctul a) la 16 şi obţinem: 

   

   

   

    116M1516M116M716M

916M1316M916M516M

916M1116M916M316M

116M916M116M116M

22

22

22

22









 

Observăm o periodicitate din 4 în 4 a resturilor pătratelor şirului de numere impare, rezultă că 

putem scrie: 

   
   2222222

222222222222

2013201120092007200520032001

...151311975312013...531n




 

Avem 251 grupe de 4 termeni cu suma resturilor 20  şi o grupă de 3 termeni cu suma resturilor 19.  

1516M153141616M503916M192025116Mn   

              

    Nk,7k8k5127k8k2A

7k82k161671516M91516M1416M7n91n1nA

9

22





 

21. Determinaţi măsurile unghiurilor triunghiului ABC în care



























 ^^

A2Cm  şi BC2AC  . 

GM Nr. 12 / 2012 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.16. 

 
Figura III.16. Desenul problemei 21 (III.2) 

Notăm 












 ^

CABm .Construim CD bisectoarea unghiului 
^

ACB , rezultă: 





























 ^^

DCBmACDm . 

Notând BC = a a2AC  . 

În CDA construim ACDE  . 

Cum 












 90CDEm
^

,  2BDCm2180ADCm90ADEm
^^^












































 
 

ACD este isoscel, deci DE este şi mediană, de unde CE = a. 
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 DCBECD
LUL

90DBCmDECm
^^






























. 

Din suma unghiurilor într-un triunghi, găsim:  30180902    

 60Cm;90Bm;30Am
^^^













































  

 

22. Demonstraţi că într-un triunghi oarecare ABC, punctele G - centrul de greutate, I – centrul 

cercului înscris şi I’ - centrul cercului înscris în triunghiul median PMN (triunghiul format de liniile 

mijlocii) sunt coliniare şi 'GI2GI  . 

GM Nr. 12 / 2012 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.17. 

 
Figura III.17. Desenul problemei 22 (III.2) 

 

PM, PN, MN linii mijlocii în APMNAB||MN;AC||PMABC   şi BPNM sunt 

paralelograme. În paralelogramul APMN 
^^^^^^

'NMIPAIPMN
2

1
PAN

2

1
PMNPAN   

'MI||AI

MN||PA

'NMIPAI
^^

    (RT unghiurilor cu laturile respectiv paralele) 


 antăsecAM

'MI||AI ^^

MG'IIAG   

AIB ~ N'MI  (caz UU) 
1

2

MN

AB

'NI

BI

'MI

AI
  

LUL

^^

MG'IIAG

1

2

MG

AG

'MI

AI

G'MIsiAIG 











 AIG ~ G'MI 

^^

'MGIAGI   

coliniare'IGI

coliniareMGA

'MGIAGI
fvarlaopuserunghiuriloRT^^





  

Din AIG ~ G'MI 'GI2IG
1

2

'GI

IG

GM

AG
  
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23. Fie ABC un triunghi oarecare, (AA’ bisectoarea unghiului BAC (A’ BC ) şi punctele 

coliniare A, C, E   AEC ; B,C,F   CFB , astfel încât CE = AB şi BF = A’C. Demonstraţi că 

AA’ trece prin mijlocul segmentului [EF]. 

GM Nr. 12 / 2012 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.18. 

 
Figura III.18. Desenul problemei 23 (III.2) 

 

Fie   FE'AA''A  . 

Aplicând teorema lui Menalaus în FCE , faţă de transversala A-A’-A’’ obţinem: 

F'AAC'CAEA1
F'A

'CA

AC

EA
F''AE''A1

E''A

''FA

F'A

'CA

AC

EA
  

  C'AAB'CAAC'CACE'CAAC'CACE'CAAC'CACEAC'CAEA   

  C'AACB'AACBFACB'AACBFB'AACF'AAC   

C'A

AC

B'A

AB
B'AACC'AABC'AACB'AACC'AAB'CAAC  , această relaţie 

fiind tocmai teorema bisectoarei în ABC , ce are loc conform ipotezei. 
 

24. Arătaţi că, dacă 









3

4
,1z,y,x , atunci: 

a) 4y34zx34yz34x0   

b) 
222 zyxy34xzx34yzz34xy0   

GM Nr. 12 / 2012 

Rezolvare:  

a) Cum  


















































































































1z340

1y340

1x340

4|3z34

4|3y34

4|3x34

4z33

4y33

4x33

3

4
y1

3

4
y1

3

4
x1

3

4
,1z

3

4
,1y

3

4
,1x
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4
3

4

3

4

3

4
zyxy34zx34yz34x0

zyxy34zx34yz34x0

xz34x0

zy34z0

yx34y0

x|1z340

z|1y340

y|1x340








































b) Din 






































yzxzxyy34xzx34yzz34xy0

xyz34xy0

xzy34xz0

yzx34yz0

y|xz34x0

x|zy34z0

z|yx34y0

 

Deoarece ştim că: 

 

 

 











































0zy

0zx

0yx

yz
2

zy

xz
2

zx

xy
2

yx

2

2

2

22

22

22

 

222

222222

zyxy34xzx34yzz34xy0

2

zy

2

zx

2

yx
y34xzx34yzz34xy0













 

 

25. Fie *Rc,b,a  . Arătaţi că:  

 

   
 

   
 

   
3

bcac

bac

abcb

acb

caba

cba

222222222222















. 

GM Nr. 1 / 2013 

Rezolvare:  

Arat că:   (*)    
 

   





1

caba

cba

2222
 

             
 

  0bca0cbbca2a

cbabcaacabca2bacbcbcaacbc2ba

cabacbacabacba

222224

2222224222222222224222

22222222222







În mod similar, 

(**) 
 

   
  0acb1

abcb

acb 22

2222




  

(***) 
 

   
  0abc1

bcac

bac 22

2222




  

Însumând cele 3 relaţii, rezultă: 

 

   
 

   
 

   
3

bcac

bac

abcb

acb

caba

cba

222222222222















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26. Fie P un punct situat în interiorul unui unghi propriu 
^

XOY . Prin punctul P se duc două 

drepte d1 şi d2, astfel încât:        .BOYd,AOXd,BOYd,AOXd 22221111   

Demonstraţi că, dacă  
2211 OB

1

OA

1

OB

1

OA

1
 , atunci [OP este bisectoarea unghiului XOY. 

GM Nr. 1 / 2013 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.19. 

 
Figura III.19. Desenul problemei 26 (III.2) 

 

Aplicăm condiţia problemei şi teorema lui Menelaus. 

 1
OBOB

OAOA

BB

AA

OBOB

BB

OAOA

AA

OBOB

OBOB

OAOA

OAOA

OB

1

OB

1

OA

1

OA

1

OB

1

OA

1

OB

1

OA

1

21

21

21

21

21

21

21

21

21

21

21

12

12212211























 

Aplicăm teorema lui Menelaus faţă de triunghiul 11BOA  şi transversala 22 APB  : 

 2
OBPB

PAOA

BB

AA
OBPBAABBPAOA1

OB

BB

PB

PA

AA

OA

21

12

21

21
21122112

2

21

1

1

12

2




  

Din (1) şi (2) rezultă că: 











1

1

1

1

21

12

21

21

PB

PA

OB

OA

OBPB

PAOA

OBOB

OAOA
[OP este bisectoarea în 11BOA , conform reciprocei 

teoremei bisectoarei, deci este şi bisectoarea unghiului XOY. 

 

27. Arătaţi că pentru orice n număr natural nenul, avem: 

 
2

2nn

2

1n2n2
...

2

25

2

13

2

5 2 



  

GM Nr. 1 / 2013 

Rezolvare:  

 
 
2

2nn
1n2...753

2

1

2

1n2
...

2

7

2

5

2

3

4

11n4n4
...

4

149

4

125

4

19

4

2n4n4
...

4

50

4

26

4

10

2

1n2n2
...

2

25

2

13

2

5

2

22




























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28. Fie ABCD un patrulater şi   BDACO  . Arătaţi că, dacă 

4
A

A

A

A

A

A

A

A

AOB

AOD

AOD

COD

COD

BOC

BOC

AOB  , atunci ABCD este paralelogram. 

GM Nr. 1 / 2013 

Rezolvare: Construim desenul din figura III.20. 

 
Figura III.20. Desenul problemei 28 (III.2) 

 

Notăm 
^^

BOCAOD , rezultă că avem: 
^^

COD180AOB   , unghiuri opuse la vârf; 

 
 

 
 

4
OB

OD

OA

OC

OD

OB

OC

OA
4

OB

OD

OA

OC

OD

OB

OC

OA

180sinOBOA

sinODOA

sinOAOD

180sinODOC

180sinODOC

sinOCOB

sinOCOB

180sinOBOA

A

A

A

A

A

A

A

A

4

AOB

AOD

AOD

COD

COD

BOC

BOC

AOB

















































Pentru a ajunge la ipoteză se observă că suntem în cazul egalităţii dintre media aritmetică şi media 

geometrică a numerelor considerate, adică: 




































ODOB

OCOA

ODOB

OCOA

OB

OD

OD

OB

OA

OC

OC

OA

OB

OD

OA

OC

OD

OB

OC

OA

22

22

,  

deci diagonalele se înjumătăţesc, de unde rezultă că ABCD este paralelogram. 

 

29. Pentru orice *Nn , notăm n...321!n  . 

a) Arătaţi că   !nn!n!1n   

b) Aflaţi restul împărţirii numărului !11!22...!10041004!10051005A   la 2012. 

GM Nr. 1 / 2013 

Rezolvare:  

a)       !nn11n!n!n1n!n!n!1n   
b)  !1!2!2!3...!1004!1005!1005!1006!11!22...!10041004!10051005A  

 

2011rest2012:A20111
2

!1005
2012A

201111005...5432012A

201120121006...32120112012!10061!1006A















 

 

 

 

 

 



 108 

30. Se dă piramida patrulateră regulată VABCD de volum 1. Să se determine volumul piramidei 

VABMN, unde M este mijlocul muchiei [VD] şi N este mijlocul muchiei [VC]. 

GM Nr. 1 / 2013 

Rezolvare:  Construim desenul din figura III.21. 

 

 
Figura III.21. Desenul problemei 30 (III.2) 

 

ABCDMNABCDMNABCDVABMN V1VVV   

Figura este ca un cort format prin lipirea pe o prismă regulată EMFHGN  a două piramide: MAFED 

şi MHBCG. Notăm LAB,hVO,ABCDVO  . Ştim că: 3hL1
3

hL 2
2

 . 

Constatăm că ABCDMP  . 

În VOD , MP este linie mijlocie, de unde 
2

h
MP  ; avem 

4

2L

2

1

2

2L

2

OD
DP  . 

Imediat, 
2

L
FHiar,AF

4

L
DE  . 

Obţinem 
24

hL

3

2

h

4

L

3

MPA
V

2

2

AFED
MAFED









 . 

Pe de altă parte, 
8

hL

2

L

4

hL
FH

2

MPFE
FHAV

2

MEFFMEHNG 





  

În final, 
8

5

24

35

24

hL5

8

hL

24

hL
2VV2V

222

FMEHNGMAFEDABCDMN 


  

8

3

8

5
1V1V ABCDMNVABMN   
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III.3. PROBLEME PENTRU PREGĂTIREA CONCURSURILOR ŞCOLARE
1
 

 

1. Determinaţi numerele reale a şi b ştiind că în intervalul (a;b) se află cel puţin trei numere 

întregi şi 2ba11b5a3ba 22  . 

Rezolvare: 

   
 

 
















6ba06ba
02b

01a
06ba2b1a

06b4b4ba1a2a011b5a3ba

2

2
22

2222

2ba2ba   

Rezultă că expresia devine: 

   
 

  































3b

2a

03b

02a

03b

02a
03b2a

013b6a4ba2ba11b5a3ba

2

2
22

2222

 

 

2. Rezolvaţi în mulţimea numerelor reale ecuaţia: 

 2013x20132012x...2x1x   

Rezolvare: 

Membrul stâng este  0     2013x02013x02013x2013  

     

   

  20131007xx100620132013

x2013100620132013x201320131006x2012

2013x201320131006x20122013x2013
2

20132012
x2012

2013x20132012...21x20122013x20132012x...2x1x

22












 

 

  3. Arătaţi că 
 

*Nn,2
n

1
...

3

1

2

1

1nn

2n
...

43

5

32

4

21

3























. 

Rezolvare: 

















 2

n

1
...

3

1

2

1

1n

2n

n

2n
...

3

4

2

4

2

3
3  








 2

n

1
...

3

1

2

1

1n

2n

n

2n
...

3

4

2

4

2

3
3  

      1
1n

2n
sau211n22n1n32

1n

2n
3 









   adevărat 

 

4. Arătaţi că suma pătratelor a 5 numere naturale consecutive nu poate fi pătrat perfect. 

Rezolvare: 

         1k510k52k1kk1k2k 2222222
 se divide cu 5, dar nu cu 25. 

 

                                                   
1
 Observaţie: Enunţul problemelor 1÷27 din cadrul paragrafului III.3. sunt din sursa bibliografică: Gheorghe 

Iurea, Dorel Luchian, Gabriel Popa, Adrian Zanoschi, Matematică – algebră, geometrie, Editura Paralela 
45, 2012, carte în care, la unele probleme se face trimitere directă către sursa bibliografică, cum ar fi, de 
exemplu, diferite concursuri, GM, etc. 
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5. Găsiţi numerele reale x, y, z cunoscând 6zyx  , iar 12yzxzxy  . 

Rezolvare: 

6zyx        
2      36yzxzxy2zyx36zyx 2222  

 12zyx36122zyx 222222   

Se observă că: 2zyxyzxzxyzyx
12yzxzxy

12zyx 222
222











 

 

6. Rezolvaţi în R sistemul: 








a7bcacab

5cba
. 

Rezolvare: 

     


















02c3012c6cb6cb

cb5a

a7bcacab

5cba

222
 

Pentru a avea Rb   1a2b2c02c3
2

  

 

7. Dacă a, b, c sunt numere reale astfel încât ac3cb2ba  , arătaţi că cba  . 

Rezolvare: Notez  mac3cb2ba  

 
cba

0ac3

0cb2

0ba

0m
3

1

2

1
1m0

3

m
ac

2

m
cb

mba

mac3

mcb2

mba
































































 

 

8. Fie a,b,c numere reale, 2c2b2ay,cbax  . Arătaţi că 6yx  . 

Rezolvare: 

Se ştie că: nmnm   

 
6yx

2c2c

2b2b

2a2a

c2cc2c

b2bb2b

a2aa2a

c2cb2ba2ayx2c2b2acbayx



































  

 

 

9. Câte numere de forma abcd  verifică simultan dcba   şi 
2222 dcba  ? 

Rezolvare: Din dcba  , prin ridicare la pătrat rezultă:     cdabdcba
22

  

Deducem că      dcbadcbadcd2cbab2a
222222

 

cdbasaudcba   

Cum dcba  , prin adunare cu fiecare relaţie anterioară db,ca   sau cb,da   

Rezultă că numerele sunt de forma: aaaa , abba , ba,0a,abab  . 

Obţinem: 17199999   numere 

 

 



 111 

10. Dacă x şi y sunt  numere reale astfel încât 


















2

1
;

6

1
y;

3

1
;

8

1
x , arătaţi că 








 2;

4

1

y

x
. 

Rezolvare: 





































































2
y

x

4

1
6

3

1

y

x
2

8

1

6
y

1
2

3

1
x

8

1

2

1
y

6

1

3

1
x

8

1

2

1
;

6

1
y

3

1
;

8

1
x









 2;

4

1

y

x
 

 

11. a) Fie x şi y numere reale situate în intervalul  ;1 . Demonstraţi că yxxy1  . 

b) Dacă   ;1c,b,a , demonstraţi că bcacab1abccba  . 

Rezolvare: 

a) Din       




















01y1x
01y

01x

1y

1x
;1y,x yxxy1  . 

b) Din         
































01c1b1a

01c

01b

01a

1c

1b

1a

;1c,b,a  

bcacab1abccba   

 

12. Dacă a, b şi c sunt numere naturale nenule, astfel încât Q
3c2b

3b2a





, atunci 

222 cbacba  . 

Rezolvare: 

Qr , astfel încât 

 

       

















cbabcabcaaccacacacba

acb
c

b

b

a

rcb

rba
3rc2rb3b2a3c2br3b2ar

3c2b

3b2a

22222222

2
 

222 cbacba   

 

13. Dacă *Ry,x   sunt astfel încât 0y5xy9x4 22  , arătaţi că N
y4x3

y3x2





. 

Rezolvare: 

       

y
4

5
xsauyx0y5x4sau0yx

0y5x4yx0yxy5yxx40y5xy5xy4x4 22





 

Pentru cazul:  yx N1
y

y

y4y3

y3y2

y4x3

y3x2










 

Pentru cazul: y
4

5
x  N2

y

y2

y4y
4

5
3

y3y
4

5
2

y4x3

y3x2










  
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14. Dacă x, y sunt numere raţionale, 1y  , astfel încât  yx2yx 22  , atunci 

 1;1
1y

1x





 

Rezolvare: 

   

   1;1
1y

1x
1

1y

1x
1y1x

1y1x1y2y1x2x1y2yx2xy2x2yx
22222222














 

 

15. a) Demonstraţi că     *Nx,1x21x21x2x2  . 

b) Comparaţi numerele:  

       20122013...342312a  , iar 

       20122013...342312b  . 

Rezolvare: 

a)  

evident1x21x2x21x21x2x2

x21x2

x21x2
1x2x2

x21x2

1
1x2x2












 

b) Se observă că  

          
1ba

20122013...34231220122013...342312ba





Conform punctului a) ba1b1a   

 

16. a) Dacă a, b sunt numere raţionale nenegative, astfel încât Qba  , atunci Qa   şi 

Qb  . 

b) Rezolvaţi în mulţimea numerelor naturale ecuaţia: 20yx  . 

Rezolvare: 

a) Fie 
    







 babar1

ba

bar
1

ba

r
bar ba

r

ba



 

Din 
 














 
















 

arbQ
r

bar

2

1
aa2

r

ba
r

ba
r

ba

bar 2

 

Q
r2

bar

r2

barr2

r

bar

2

1
rarb

2222




















 
  

b) ),a(conform
Qy5

Qx5
10y5x5552yx20yx










  

cu condiţia  2,1,0b,a2ba10b5a5Nb,a,
b5y

a5x

2

2












 

Pentru 

















20y

0x

2b

0a
,  pentru 


















5y

5x

1b

1a
, pentru 


















0y

20x

0b

2a
. 

Soluţii:         0,20;5,5;20,0y,x   
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17. Dacă 1n  este un număr natural astfel încât 3n2  şi 1n8  sunt simultan pătrate perfecte, 

arătaţi că 3n5  nu este număr prim. 

Rezolvare: 

 
   

   

primenu183n5
3n

3n

251n8

93n2

5b3a12a4
11ba2

1ba2
111111ba2ba2

11ba2ba211ba4
b1n8

a412n8

b1n8

4a3n2 22

2

2

2

2




















































 

 

 

18. Dacă a şi b sunt numere reale astfel încât    a2bbb2aa 22  , demonstraţi că ba  . 

Rezolvare: 

   

       

       

ba
imposibil0baba

sau0ba

0bababa0ab2bababa

0baab2bababa0baab2ba

0ab2bba2aab2bba2aa2bbb2aa

22

2222

2233

2323232322



















 

 

19. Dacă a, b şi c sunt numere reale pozitive astfel încât 1bcacab  , arătaţi că 

     222 c1b1a1   este pătratul unui număr raţional. 

Rezolvare: Putem scrie: 

       cabacaacababcacaba1 22   

       bacbcbbcbabbcacabb1 22   

       cacbcbccbacbcacabc1 22   

                    2222222 cbcabacbcabac1b1a1   

 

20. Ion, Costel, Adi şi Marcel joacă tenis de câmp, câte un set, fiecare cu fiecare câte o dată. 

a) Câte seturi s-au jucat? 

b) Dacă 4321 x,x,x,x reprezintă numărul victoriilor fiecărui copil, iar 4321 y,y,y,y reprezintă 

numărul înfrângerilor suferite de fiecare copil, arătaţi că:
2
4

2
3

2
2

2
1

2
4

2
3

2
2

2
1 yyyyxxxx  . 

Rezolvare: 

a) MA;M,AC;M,A,CI    6 seturi 

b) Fiecare copil a fost implicat în 3 partide, deci 3yxyxyxyx 44332211   

Din  0yxyxyxyxyyyyxxxx 2
4

2
4

2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

2
4

2
3

2
2

2
1

2
4

2
3

2
2

2
1  

                0yxyxyxyxyxyxyxyx 4444333322221111   

         0yx3yx3yx3yx3 44332211  

       

43214321

44332211

yyyyxxxx

0yxyxyxyx




 

Adevărat, deoarece orice victorie a cuiva se contabilizează şi ca înfrângere a altcuiva, astfel suma 

victoriilor este egală cu suma înfrângerilor. 
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21. Dacă   ;0d,c,b,a , astfel încât 12bdac  , atunci: 

        2484d4c3b3a  . 

Rezolvare: Folosim inegalitatea mediilor: xy2yxxy
2

yx
mm ga 


  

 






















d323d

c323c

b323b

a323a

          22
48ac4316abcd169164d4c3b3a   

 

22. Dacă a,b,c,d sunt numere reale, astfel încât dcba   şi 
2222 dcba   , atunci 

3n,dcba nnnn  . 

Rezolvare: 

dcba     
2     cdabcd2ab2dcd2cbab2adcba 222222

  

    22
dcba   dcba  , iar dcba  dbcac2a2   

3n,dcba nnnn  . 

 

23. Rezolvaţi în Z ecuaţia: 2010
4019x2

4020x
...

3x2

4x

1x2

2x 222















. 

Rezolvare: 

 

 





























































































































1005x

sau1x

4019x2

1

1x2

1

sau01x

0
4019x2

1
...

3x2

1

1x2

1

sau01x2x

0
4019x2

1
...

3x2

1

1x2

1
1x2x

01
4019x2

4020x
...1

3x2

4x
1

1x2

2x

22

2

222

 

 

24. Se consideră expresia   2012x...2x1xxxE  . 

a) Arătaţi că     Ra,a2012EaE  . 

b) Găsiţi Rm , ştiind că    mxE  are soluţie unică.  

Rezolvare: 

a)   2012a...2a1aaaE   

  2012a2012...2a20121a2012a2012a2012E   

  a...a2010a2011a2012a2012E   

Se ştie că tt  , motiv pentru care:    a2012EaE   

b) Din 0mm2012x...2x1xx   

Fie u soluţia ecuaţiei date, rezultă că şi 2012-u este soluţie. 

Din condiţia de soluţie unică, rezultă că: 1006uu2012u   

  100710061006...21210061005.....0...10051006m   
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25. Rezolvaţi, în R, ecuaţia:      323232 3xx41x2x32xx  . 

Rezolvare: 

   

     






















4

3
;

3

1
;1x03xx41x2x32xx3

0baab3baba3xx4ba
b1x2x3

a2xx

222

3332

2

2

 

 

26. Aflaţi numerele întregi x şi y pentru care 024x2y3,02xy2,06x4y  . 

Rezolvare: 

 

 

 

   













































































3

x224

2

2x

6x4
2

2x

3

x224
y

2

2x

6x4y
2

2x

3
3

x224
y

2
2

2x
y

16x4y

024x2y3

02xy2

06x4y
32;21

 

 5;4;3x6x2
6x

2x









  

Se iau cazurile:  - pentru  5;4;3y6y
2

5
3x   

   - pentru  9;8;7;6;5y10y44x   

                     - pentru  13;12;11;10;9;8;7;6y14y55x   

 

27. Stabiliţi dacă există numere reale x, astfel încât 2x   şi 2x3   să fie simultan numere 

raţionale. 

Rezolvare: 

Fie  2rx2xr,Qr,Rx  

 
  imposibil01r3Q1r32r6r2x

2r62r3r222r62r3r22r2x

2233

232333




 

 

28. Rezolvaţi în mulţimea numerelor întregi ecuaţia: 
xxxxxxx2x2x2 171317111311171311  . 
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Rezolvare: Notăm: c17;b13;a11 xxx  , iar ecuaţia devine: 

 cbcabacba 222                        

           

000

0accbba0aac2ccbc2bbab2a

0cb2ca2ba2c2b2a220cbcabacba

222222222

222222







 

 

 

 

0x171311cba

ac0ac

cb0cb

ba0ba

xxx

2

2

2





















  



 116 

 29. Să se rezolve sistemul de ecuaţii:  

,

1
yx

2y4x4

yx

6y5x5

3
yx

2

yx

3





























unde yx,Ry,x  . 
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Rezolvare: 

   






















































































1
yx

2
4

yx

6
5

3
yx

2

yx

3

1
yx

2yx4

yx

6yx5

3
yx

2

yx

3

1
yx

2y4x4

yx

6y5x5

3
yx

2

yx

3

 

Notăm  




































b

1
yx

a

1
yx

b
yx

1

a
yx

1

 sistemul devine: 

















2:0b2a6

3b2a3

1b24a65

3b2a3
 

1b
3

1
a3a93a6a3

ba3

3b2a3

0ba3

3b2a3


















  

Revenind la notaţii obţinem: 

 
1y2x4x2

1yx

3yx

1
yx

1

3

1

yx

1



























 

 

                                  
30. Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 

   
   







1ybaxba

1ybaxba
, 

unde a şi b sunt numere reale date. 
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Rezolvare: 

Notăm ecuaţiile sistemului: 
     
     







21ybaxba

11ybaxba  

Adunăm relaţiile:     21          2ybaxbaybaxba  

               2babaybabax   2:2yb2xa2 1ybxa        (*) 

Scădem relaţiile:     21          0ybaxbaybaxba  

              0babaybabax   2:0ya2xb2  0yaxb     (**) 

Formăm sistem cu relaţiile (*) şi  (**) : 

 
 

22

22

2

2

ba

a
xabax

0ybaxb

aybaxa

b0yaxb

a1ybxa
























 

 

 

 
 

22

22

2

2

ba

b
ybbay

0yaxba

bybxba

a0yaxb

b1ybxa
























 

 

 

2011

factori2011

3

2

3

2
...

3

2

3

2





































  

 


